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Preliminares 


Vamos a ver las nociones y los fundamentos que necesitaremos por el estudio de este 


curso. 


Definición 1 Se llama conjunto projectivo a un subconjunto X C Pr definido por polino- 


mios (homogéneos) en K|zo,..., £n]. 


Nuestro objetivo será definir variedades abstractas y estudiar sus posibles inmersiones como 
conjuntos proyectivos. Para hacer esto usaremos una estructura mas general: el esquema. 


Vamos a definir una topología que nos guste. Consideramos 
XN4x, 40), donde U; = {x; # 0) ~ Ag 


nos da una inmersión “canónica” 


n n 
Ak >> Pk 
(Tiree A e on) T ts a Trta as ia) 
Lo Li1 Ti41 Tn p ; Ñ , 
ds ; POPE — (Ci i E] 
#0 


Podemos observar que la intersección X N U; C Ak está definida por polinomios (deshomo- 


genezados de los polinomios que definen X). 
Definición 2 Se llama conjunto afín a un subconjunto de Ak definido por polinomios. 


¿Como se define dicho conjunto? 


Cogemos un S C K|zx1,...,tn] y denotamos 
V(S) =fpE AR | f(p)=0WfE€S) CONJUNTO AFÍN 
Sea J el ideal generado por S, entonces 


VS) =V ÈV, {fn f} ) 


generadores de 7 


donde (x) es posible porque / C ] 


Klz;, zi 


., Zn] es un anillo noetheriano. 


Por lo que hemos dicho tenemos la siguiente biyección 


{ideales de K|21,...,Zn]) E > (conjuntos afines de Ak} 
I VU) = {p € Ag | f(p) =0Wf el; 
TX) = {f €Kizt;,...,tn] | f(p) =0YpEX}< X 


Propiedades: 


1) VU(X)) =X 


2) I(V(1)) = vI (teorema de los ceros de Hilbert con K algebraicamente cerrado) ( entonces 
V,I define una biyección entre {ideales radicales de K[z1,..., £n]} y {conjuntos afines 
de Af y) 


3) 0 = V (K|z1,...,£n]), Ak =V (0), 


Definición 3 Se llama topología de Zarinski en Ak la topología cuyos cerrados son los con- 


juntos afines. 


Observamos que la construcción es mas o menos la misma por el proyectivo. 


Los conjuntos D(f) = Ak\V (f), con f € K|z1,..., £n], forman una base de la topología de 
Zarinski. 


Vale la siguiente equivalencia 


peUCAK, con U = Ag \V (I), que significa p ¢ V(I) => 3If€I1ta.f(p)+0 


= pE D(f) CU. 


Esto nos permite de construir una aplicación, que significa el pasaje a una dimensión mas 
grande 


D 3 aj 
(51, ---,Tn) => (25:02 27) 


donde 


Imi = iaa) € Ala (ida) -1= 0}. 


Seguimos con la propiedades 


4) 10) = 
I(Ak) = 0 si K en un cuerpo infinito 
I(Xı A X2) D I1(X,) + (X2) no tiene porque ser igual 


Klx1,..., tn] (¿tiene que ser algebraicamente cerrado?) 


Figura 1: 


Ejemplo 


Xı =V(y) Xy =V(y- 1 
T(X1) = (y) I(X2) = (y — 12°) 
I(X1 N0 Xə) = (x,y) 4 (2%, y) =1(X,) + 1(X>) 


Podemos observar que 
felX1,X2) = f(0,0)=0 

< fno tiene término independiente. 

y también 
fel(Xi)+1(X2) & fno tiene término independiente ni término linealenx, 
S f= ay+br? + cry + dy +... 

En el caso que f € I(X,) + (X2), V(f) es una curva que pasa por el punto (0,0) con 
tangente y = 0. El ideal tiene la información del punto y de la tangente. 
Vamos a dar una estructura que conserve todas la informaciones, y vamos a construir tal 
estructura. 
Queremos definir la noción de función regular sobre un conjunto afín X C Ak. Vamos a dar 


dos definiciones distintas y luego comprobaremos que las dos son equivalentes. 


Definición 4 i) y: X —> K como aplicación definida por un polinomio 


ii) p: X —> K aplicación tal que Yp € X, 3U abierto y f,g € K|z1,..., £n] de forma que 


g no se anule en ningún punto de XNU y 


P= y VqEXNAV. 


Demostración que las dos opciones son equivalentes: 


= į) > 11) es trivial, 


2 )=> 1) 
Vp3D(h) abierto, con p € D(h), y f, g tal que p(q) = ER Vq E XND(h). Observamos 


que p € D(g) por definición de función regular (la segunda). Entonces se puede escribir 


De Fla) _ Faka) ED, 


gla)  gla)hta) 
Quiero decir que puedo escribir X = |), X N D(g;) (significa que puedo elegir los 


abiertos en función de las representaciones de la función regular). Tenemos entonces 


fi ZE 
P|XND(gs) z <> ygi = fı en XND(g), 


donde las rayas arriba de f y g significa que estoy considerando la APLICACIÓN 
definida por el polinomio. 


Tenemos que 
V (1% T on) =X0NV(lgj) =0 


que significa 


ERA £n] = I (0) = yX) + X (g) 
observamos que si el 1 pertenece al radical de un ideal, entonces pertenece al ideal, 
porque las potencias del 1 son el 1 mismo, entonces 
LEN) +) (9) = 1= h +) higi 
EI(X) Ea 
donde el x significa que en la topología que he construido cualquier cosa es compacta. 
Tenemos que y = hy +) hig; =D hig; esta definido por un polinomio. 
o 
=0 
Explicamos la notación 
Kie... £n] > {p:X >K} 
Poek 
donde Kery = {f € Klx1,...,tn] | Yp € X, f (p) = 0}. 


En esta manera podemos definir 


O(X) = {funciones regulares X > R} = - 


Tenemos, para cada p = (a1, ..., an) € X, que 


(1, —41,..., Tn — an) = I (p) D I(X) (1) 


y siendo K algebraicamente cerrado, el teorema de los ceros de Hilbert nos dice que todos los 
ideales maximales son de la forma (1), los que corresponden a un punto, entonces podemod 


obervar que 


I(p) 
I(X) 


es un ideal maximal de O(X) 
y tenemos una biyección 


{ideales maximales de O(X)} — X. 


Hemos llegado a la idea intuitiva de esquema afín: tomamos como objeto X y como O(X) 
algún Kíx,,..., £n] cociente un T tal que I = V(X), Le. O(X) = EP tm] 


Volvemos al ejemplo de antes: 


X =((0,0)) O(X)= US 


esquema con soporte el punto (0,0) que corresponde al punto con dirección tangente hori- 


zontal. 


Definición 5 (intuitiva) ESQUEMA AFÍN es lo mismo que dar I € Klx,,..., tn), Y 


X = V(I) soporte del esquema 


Kit £n] 
I 
Con la teoría de esquemas TODO FUNCIONA: 


funciones regulares del esquema. 


si tengo dos esquemas — h, h 
Unión — h AN I 


Intersección — h+k 


no necesitamos mas el radical, esta bien así. 


Volvemos siempre al ejemplo de antes 


Kio, y) 
E X 
squema 1 T) 
1(X1) = (y) 
K[x, y) 
E X 
squema 2 TO) 
(X2) = (y — 2°) 
K K K 
Esquema X UX [z, y] = [x, yl z |z, y] 
(XA)NIX»)  (y(y-12)) MX UX) 
Esquema X iNX z, y| ~K? ~KGeKr 
(22, y) 


no es un conjunto afín 


podemos observar que en el caso de variedades algebraicas, nos había quedado solo el ideal 


radical relativo al punto de intersección, que nos hubiera hecho perder informaciones, i.e. 
K[z,y] 
(x,y) 
Hablando en esquemas, definir una función regular Xı U Xə, significa definir una función 


~ K en vez que K?, perdiendo un parámetro. 


regular en la recta, una función regular en la parábola y dejar que coincidan en el punto de 


intersección, algebraicamente todo esto esta definido por la siguiente sucesión exacta 


„Klel Key] o Kel Kie], 
Í; Nb Í; L, h +h 
(3, h) g—h 


Construcción y Propiedades Básicas de los Esquemas 


Definición 6 Dado un anillo A se llama ESPECTRO de A el conjunto 


Spec A = {ideales primos de A}. 


Consideramos A = A obtenemos la siguiente biyección 
{Primos de Aj > [Primos de K[x1,..., £n] que contienen a I(X)} pd {conjuntos irreducibles de XP, 


T 


donde (*) esta justificado del hecho que Y = YUY, S Y = Y, oY = Y. Al final tenemos 


la bijecciones 


(Ideales radicales de K|z1,...,£n]} + {Conjuntos afines de Ak} 


Propriedades : 


= Y es irreducible => /(Y) es primo. 


= Sea K arbitrario, si tengo M C Kf[z1,..., n] maximal, entonces por el Teorema de los 


Ceros K € Ki71, --- Tn] 


entonces la inclusión es un isomorfismo y tengo una igualdad y tengo además que 


extensión algebraica finita del cuerpo. En caso que K = K 


M = (11 —41,..., En — an). 


Por ejemplo si K = R podemos tener 


leds Ln] 
1. SR > M= (21 —41,..., Tn — an 
5 (zı =a ) 
Ranes Ln] A . E 3 
2. > ~C = M corresponde a dos puntos imaginarios conjugados. 
Sea A = Klx;,...,tn] y K es algebraicamente cerrado, cogemos f € A un polinomio 


visto como función, entonces 
M E Spec A maximal & M = (11—41,..., In —4An) S a=(a1,...,An), f(a)=0S fEM 
Definición 7 Dado un ideal I C A, entonces 
V(I) = [lpEeSpecA|fepVfel) 
= {pE SpecA|ICp} 
y al revés 


Definición 8 Dado un subconjunto X C Spec A, entonces puedo definir 


I(X) 


{{EA|fEpYpEX} 


AE 


peX 


Entonces un conjunto afín será un conjunto de la forma X = V(I). 


Hemos construido entonces nuevas relaciones 1:1 de esta forma 


(conjuntos afines de Spec A} = {ideales radicales de A} 


{p € Spec A| I Cp) =V(I) I 


X I(X) = pex P 


Si X es afín, entonces V(I(X)) = X. 


Si J es un ideal arbitrario I(V(1)) = Prev) p= MrcpP = yI, que significa que el Teorema 
de los Ceros de Hilbert lo tengo gratis. 
Propiedades: 


1. Ø= V(A), Spec A = V(0), 
2. V(E)UV(í) =V(4L)=VUND), 


3. V(I) NA A V) = V(X 1) 


Tenemos entonces una Topología de Zarinski, cuya base puede ser dada por {D(f)| f € A}, 
donde D(f) = {p € Spec A| p Z f}. 
Una observación: en este caso tenemos que I(Spec A) = IV (0) = vO = N ideal nilradical, 


no es cierto que sea el ideal (0), de todas formas vamos a obtener 


Kits En] 


7 su nilradical es cero ==> VI = I. 


Estamos buscando O(Spec(4)) = A, que significa que estamos buscando unas buenas fun- 


ciones regulares. 


Observación: D(f) = {p | p Z f} > Spec(A y), donde A; = [z |g9EA, n> o} = StA y 


S = { f” |n > 0) es un conjunto multiplicativo, podemos observar que hace falta que f ¢ N. 


Si hay X C Af, una función p : X — K, entonces f es regular en p € X si JU C X conp€ U, 


= K nin 
y f,gE E tal que p(q) = HD y € U, por supuesto con g(q) 4 0Vq € U, ademas 


gla) 


podemos observar g(p) 40 => 7 Mp con My = 


Dicho de otra forma 


g I 


T Kits 
f € ( [2 2) (x) localizado en el ideal maximal. 
g (X) My 


Nos acordamos de lo que significa germen de función. 


(U, p) (Up) & IVCUNU”, conp EV, t.q. piv = Piv 


{(U, p)) 


N 


Los germenes de es exactamente (*). 


Definición 9 Dado U C Spec A se llama función regular sobre U a una función 


s: U > |] 4, tal que 
peU 


i) s(p) € A, 
ii) Yp € U, 3U' C U, conU'>p y f,gE Atq Vq € U”, sí(q) = e Tengo que pensar que 
9% + q € Dg). 


Paréntesis. Recordamos la asociación 


Ag > P =(a1,...,4p) — Mp = (11 —41,..., En — An) 


y tenemos una aplicación 


fEKlti 6: £n] => A x» K 
= (x1 — 41)q1 +... + (En — an)gn + € f > f) 
con f(p) =c. 
Kiti.. En 
Observamos que A lo ~K. 
Pon, ) 
Fin paréntesis. 
. Áp 
Podemos considerar que el valor de s en p € U es la clase de s(p) en TR = K(p). 
p 


Definición 10 Un germen de función regular en un punto p € Spec A esta dado constru- 


yendo la siguiente relación de equivalencia. Cogemos U, U' > p y s € O(U),s' € O(U”) 


(U, s) (Us) & IV CUNU’, con pE V, tq. siv = Sy. 


Un germen es una clase de equivalencia por el par (U, s). 


O, = {germenes de funciones regulares} = Ap. 


10 


Ahora estamos cuasi listos para definir lo que es un esquema afín. 


Paréntesis. 


Definición 11 Dado un espacio topologico X, un haz F (de anillos, de grupos,...) es una 


asignación 


{abiertos de X} — {anillos (en general la categoría que sea)} 


U — F(U) 
(nosotros para cada abierto daremos el conjunto de funciones regulares), con las condiciones 


i) F(0) =0 


ii) Si V CU 3 homomorfismos de restricción pyy : F(U) —> F(V) tales que 


a) puu = id 


b) si W CV CU entonces puw = Pvw ° Puv 


c) si tengo un recubrimiento de U = |] U; entonces 


= si puyu;(s)=0 Vi=>s=0, 


= dados s; € F(U;) tales que punu, (si) = punu; (sj) > 3s € F(U) tal que 
Puv,(s) = si Vi 


Fin Paréntesis. 
Ospec a : U — Ox(U) = Ospec a (U) es un haz de anillos sobre Spec A. 


Definición 12 Se llama “esquema” afín a SpecA junto con su haz Ospec a, que se va llamar 


“haz de estructura” del espectro. 
Propriedades: 


i) O(Spec A) = A, 


ii) O(D(f)) = Ay tenemos que pedir que f ZN, 
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iii) (Germenes de funciones regulares en p} = Ap anillo local. 


En un haz (U, s) ~ (U”,s') & 3V CUNU” t.q. puv = Puy, y así podemos definir el “stalk” 


(espiga) del haz en el punto p como F, = US 


ru 


Definición 13 Se llama “esquema” a un espacio topologico X, con un haz Ox (haz de 
estructura) tal que cada espiga es un anillo local y existe un recubrimiento X = |]U; por 


abiertos de forma que (U;, Oy,) es un esquema afín. 


Empezamos a estudiar esquemas afines. Estudiamos los puntos p € Spec A, que son to- 
dos los ideales primos. Nos preguntamos en cuales cerrados están contenidos los puntos p. 
Observamos que p € V(I) = {p E Spec A| pDI] & pD I, entonces ocurre que 


AN vo =V) Ë ví) = (p e Spec A| p' >p}, 
V(D>p 


p>I 


donde (*) esta dada por el hecho que p D I => V(p) € V(I). 


Estamos diciendo que si cogemos 


lp) = V((p)) =p | po >p) 


y el SIGNIFICADO es que {p} es cerrado & p es maximal. 


Ejemplo. Sea A = K|x, y] y p = (y — x°). El germen de una función regular en el punto p 


partenece a 


Fx, y) 
BE g(=,y) 


el significado es que el denominador g no se anula en el genérico punto de la parábola, pero 


con la condición g 2 p  V(p) É V(g) 


se puede anular en otros puntos. 
Definición 14 Al punto p se llama punto genérico del conjunto afín V (p). 


Observamos que si X es un esquema irreducible ( si X = Xı U Xə cerrados > X = X, O 
X = X>) entonces dos abiertos cualquiera se cortan, porque si X > U,V entonces vale que 
UNnNV=0 => (X\WW)u (XW) =X >U oV es vacio. 

e 

cerrado cerrado 
Ejemplo P? = {cónicas de P?} > {cónicas non singulares) porque visto por la matriz de 
los coeficientes det H 4 0 que es una condición abierta. 
Terminología Se llama punto general en un esquema irreducible X a un punto que varia 


en un abierto de X, como hemos visto la cónica general de P? es lisa. 
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Ahora vamos a definir lo que es un morfismo de esquemas (X, Ox) H, (Y, Oy) con 
f : X — Y aplicación continua. La aplicación es continua entonces YV V C Y abierto 
U = f*(V) C X es un abierto también. Tenemos entonces Ox (f*(V)) qe Oy(V) un 


homomorfismo de anillos, compatible con las restricciones, porque si tengo V’ € V 


el diagrama conmuta. 


En otras palabras tengo un morfismo de haces f, Ox — Oy. 


Paréntesis 
En general si f : X — Y aplicación continua y F un haz sobre X se llama f,F el haz sobre 
Y 
VFV) 
prue 
Vi— FAY) 
Dado Y un espacio topológico u F’, F” dos haces sobre Y un morfismo de haces consiste 
en el dar YV C Y una aplicación F'(V) —= F"(V) tal que, para cada abierto V’ C V el 
siguiente diagrama conmuta 
PV E 
Pyy Pyn 
PV PV 
Fin paréntesis 
Ahora vamos a ver (X, Ox) > (Y, Oy) morfismo de esquemas. Y tiene una base de abiertos 
afines, y si V C Y es un abierto afín, voy a coger f+(V) —= V. De todas formas f=*(V) 
puede no ser afín, pero también X tiene un recubrimiento afín y entonces puedo restringirme 


a los abiertos afines que recubren f*(V). 


Por lo que hemos dicho es bastante estudiar los morfimos de esquemas 


Spec B Spec A 


B< A 
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donde Spec A y Spec B son esquemas afines, A, B son dos anillos que representan respecti- 
vamente las secciones globales de Spec A y Spec B. 
Este significa que es equivalente a dar un morfismo de esquemas un morfismo de anillos. 


Ejemplo Si tenemos 
1:1 A 
Spec(A) D V(I) = {p | p D I} S Spec (7) 


A 
un cerrado de Spec A se puede ver como un Spec (7) 


A 
Tengo de hecho la proyección canonica m : A — — y este morfismo de anillos define un 


A 
morfismo de esquemas Spec (7) — Spec A, que tiene como imagen V(I). 


Definición 15 Una inmersión cerrada es un morfismo de esquemas de Y — X que local- 
mente (hecho por los recubrimientos abiertos de antes) es de la forma Spec B —> Spec A, 
con A — B supreyectivo . El significado es que la aplicación es inyectiva y la imagen es un 


cerrado. 
A ts 
Tenemos un p € Spec A el cerrado es V(p) = Spec a que corresponde a la proyección 


A 
A — —. Tenemos el siguiente diagrama 


A 
42 

SS 
A 46) 

cfr = = | — 

E p)e 
T Kl) 

Ap 

pp 


donde K(p) es el cuerpo en el punto. 


Tengo una aplicación A — K(p) y ademas Spec K(p) — Spec A que corresponde a la inclusión 


de p como punto. 


Si X es un esquema arbitrario y tengo xz € X defino K(x) localmente 


p E€ Spec A > x E€ Spec A CX Spec(K(x)) = Spec(K(p)) — Spec A C X 
< 


abierto 
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Ejemplo: Ak = Spec (K/x1,...,t,]) esquema afín. 


En particular Ak = Spec(K[x]) queremos Ak x AL = Af = Spec K[z, y]. Cuidado, la to- 
pología dada por el producto cartesiano no es la misma topología de Zarinski que tenemos 
en AZ porque en la primera tengo los punto, las rectas verticales, las rectas horizontales y 
todo el plano, que son los punto y el ideal (0) que es el punto genérico (toda la recta). En la 


segunda tengo mucho mas cerrados. 


Definición 16 Se llama esquema sobre S (donde S es otro esquema) a un esquema X con 
un morfismo de esquemas X — S. Si S = Spec A diremos que X es un esquema sobre A. 


Klx;,..., £n] 
I 


K EENE A , 
Ejemplo. Si X = Spec pese como tenemos que K — 


, tenemos 


también que X — SpecK y X es un esquema sobre K. 
Observamos que todo esquema es un esquema sobre Z. Dado cualquier anillo A existe un 


único homomorfismo Z —> A, con 1 > 14, que nos da el morfismo correspondiente X — 
Spec Z. 


Definición 17 Dados X,Y dos esquemas sobre S, el producto X xY sobre S es un esquema, 
que denotaremos con X xs Y, que tiene dos proyecciones tale que el siguiente diagrama 
conmute 

X xsY 


x No 
y 


y también una propiedad universal, i.e. con la condición que Y Z esquema con morfismos tal 


que el siguiente diagrama conmuta 
Z 
X Y 
S 
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entonces existe unico Z —> X xs Y tal que el siguiente diagrama conmute 


En la categoría de conjuntos tenemos que X xs Y =f(x,y)| plx) = q(y)j. Observamos que 
si S es un punto ya hemos terminado. 
Por la propiedad universal, si existe es único, entonces tenemos que comprobar solo la exis- 


tencia de X xs Y, nos preguntamos que sería Spec Á X specc Spec B. Consideramos 


donde 


tenemos entonces que Spec A Xspec a Spec B = Spec (A Ya B). 
Con esquemas arbitrarios se pega todo poquito a poquito. 


En el ejemplo de antes tenemos 


x Ak =Spec(K[x] 9 K[y]) = Al. 
o — 


Ak 
~ 
Spec K[x] Spec K[y] K[z,y] 
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Consideramos lo que hemos llamado “producto fibrado” 


X xsY —=>X 
Y S 


tenerlo significa que X es un S-esquema. 
¿Que es un cambio de base? Definimos como esto ocurre en un S-esquema: 


Dado un morfismo 5” — S se define 


X' = X xs S —> X 


| | 


a: S 
y se construye un S'-esquema X”. 
Ejemplos 1) Sea X un esquema afín sobre R, significa que X = Spec Diea] donde 
F= (fises fn) 
Los reales no son buenos para nada, vamos a complexificar. 
Citisss tal Rita ita 
= O 
I Í i I 
C< R 
obteniendo 
| | 
Spec C Spec R 
2) 
Fm Ll, : Tn] EER Spec Z[x1,..., £n] 
Ofira Ta (fis-3 fm) 
{p} = Spec Zp > Spec Z 


observamos que en la restricción en un punto tengo solo el primo p, porque para cada p primo 


Z — Zp tengo el cociente que induce el diagrama visto ahora, y las f; son los f; modulo p. 


En general si X es un esquema sobre R, X’ = X Xspecr Spec C es el complexificado de X, y 
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si X es un esquema sobre Z. Al final, X’ = X Xspecz Spec Zp es la relación modulo p de X. 
3) Dados X, Y espacios y X L, Y un morfismo de esquemas, consideramos para cada y € Y 


el diagrama 


X' = X xy Spec (K(y)) —> X 


{y} = Spec K(y) y 
X’ se llama FIBRA de f en el punto y. 
K , K 
4) Consideramos Spec Kim yt tenemos una aplicación K[t] — Keni entonces puedo 
(1? — ty) (1? — ty 
construir un diagrama conmutativo 
Kiz, y, t] Kiz, y, t] 
=5 S 
(9 = Spee y PA y) 
Spec SpecKT[+t] = Al 


donde (*) es lo que representa la fibra, y ademas tenemos que 


Klz, y, t] 


E > = V(x? — ty) = { (x,y, t) | 2? — ty = 0} A} = Az x Ak 


ae 


K 
En el caso tọ = 0, la fibra es Spec ies y) 


Spec = 


que es una recta doble, si ty 4 0 tenemos una 
cónica irreducible. 
Vamos a ver cual es la fibra para el punto (0), el punto genérico. Significa considerar la fibra 


Kit] 


sobre el cuerpo de fracciones de T0) que es K(t). Observamos que tenemos un morfismo 


Spec K(t) — Spec Kft] y entonces tenemos también 


(x) = Spec (=e) Spec Elo, y tl yt) 


| | 


Spec K(t) Spec K|t 


donde (*) representa la cónica de ecuación z? — ty en Az sobre K(t). La fibra en un punto 


genérico es entonces una cónica irreducible. 
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Vamos a complicarnos la vida: hemos considerado la inclusión K|t] € K(t), ahora vamos a 


considerar la inclusión K [[t]] que nos da un diagrama 


; es K[z, y, t] 
ón Spec 777 ty) 
y ln 
(x) = Spec K [ft] Spec K[+] 


(2) > (t) 


observando que (*) es un esquema que tiene solo dos puntos, y hemos descrito las imágenes 
de tales puntos en los morfismos. Tenemos un cambio de base. 

Kfz, y] 
La fibra de (t) por f' es rei 
(t) por f (2) 


ca irreducible sobre K [[t]]. Que pasa es que el anillo K [[t]] es un anillo de valoración discreta. 


que es una recta doble, la fibra de (0) por f’ es una cóni- 


Esquemas Proyectivos 


Los esquemas proyectivos generalizan la noción de conjunto proyectivo en P que hemos 


denotado con V(I) = {x € P | F(x) =0 VWF eI homogéneo), donde I es un ideal homo- 


z soe 
géneo y == 


es un anillo homogéneo. 
Cogemos como /(X) C Pk el ideal generado por {F homogéneo | F(x) =0 Vx € XP. La 
única diferencia con el caso afín nos la dice el teorema débil de los ceros de Hilbert. 


Si V(I) = Ú, entonces VI > (£o,..., £n). En el caso afín funcionaba en manera distinta, 


porque si V(I) = Ø, entonces I era el ideal total, i.e. I = K[x,,...,t,], para tener que 


VI = I(V(D)) = Klx,,...,tn]. Denotamos ahora Vp por el proyectivo y Va por el afín. 
Para todo lo que hemos dicho tenemos que si Vp(1) = Ø entonces 7 define en AR™ o bien 
el vacío o bien el punto {(0,...,0)}. En cualquier caso Va(1) C 4(0,...,0)j que nos da 
VI = I(Va(I)) D I ({(0,...)}) = o da 

Paréntesis: Anillos homogéneos Sea S un anillo homogéneo, eso significa que S = 
Ba>09a, con la propiedad que si F € Sa y G E Se entonces FG E Sa+e. 

I es un ideal homogéneo ==> I esta generado por polinomios homogéneos => |F € I == 


cada componente homogénea de F esta en T]. 
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Observamos que 

I homogéneo <==> 7 es homogéneo. 
Dado S un anillo homogéneo, sea Proj(S) en el conjunto de ideales primos homogéneos de 
S contenidos en S} = Qa>oSa (con este truco evitamos que hay dos ideales distintos que 
definen el mismo conjunto). 
Fin Paréntesis 
X = Proj © tiene estructura de esquema: la topología de Zarinski es dada cogiendo como 


cerrados los subconjuntos de la forma 
V(1) =4p € ProjS |p > 1] con I homogéneo. 
Para cada p € Proj(S) vamos a llamar localizado del homogéneo 


Sip) = {elementos de grado 0 en Sp} = E | F,G homogéneos del mismo grado y G ¢ ») l 


Tenemos que pensar 


K[z0,..., £n] A isla] 


donde (*) es la deshomogeneización respecto a xo, teniendo también 


9 _32% 
z r2 da, — 3x2 
0 Oia 1 2 
2 a) xr? — 23 


xo sd O 


2 2 _ 3.2 
zô le LL DST 
LÌ — T22 LÌ — 12T 
2) 


¿Como saco el haz de estructura Ox? 


Ox(U) = fs: U — Lev So | YpeU 3V CU,V >p; F,G €S homogéneos del 


F 
mismo grado t.q S(q) = aa Vq € v} 


20 


La pareja (X, Ox) se llama esquema (proyectivo). 
La espiga en un punto p € Proj S es Sip). 


Si F es homogéneo de grado positivo, cogemos 
D+(F) =4p € ProjS | F Ep), 


observando que 


G 
D ~ Spec S(r) = [parte de grado 0 de Sp] = E 


pi “on deg G = deg P’ 


Los conjuntos {D (F)} me da una base de la topología y todo sale igual. Ejemplos 1) Si 


S = A|zo,..., £n] entonces Proj S = P}. 

2) Si S =K| zo ,..., Tn ] entonces obtenemos Pr (wo,..., Wn) es un espacio proyectivo 
peso wo peso Wn 

CON pesos. 


Podemos pensar a un ejemplo 


Pk(1,1,2) > Pk 
(£o: £1: £2) > (x£ :Tozı: £? : Tə) 


Z0 21 Z2 23 


La imagen es dada por el cono V (2022 — 21). 


Morfismos Separados y Propios 


¿Como descubrir si a un esquema falta algo (punto por ejemplo) o ver si es proyectivo? 


Por ejemplo cogemos X pegando los dos abiertos afines, ver figura 


U, = Ak = Spec K|z] > U! = Spec Klxl) = AJA LO) 


U2 = Az = Spec K[y] > U, = Spec K[y](y, = Az \{0} 


Pegamos U; y U pegando U{ con U}, observando que en el origen tengo dos puntos distintos, 
ver la figura 


Definición 18 Un morfismo X — Y es separado si la diagonal A: X — X xy X es un 


inmersión cerrada. 
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Figura 2: 


Figura 3: 


Cuidado el producto no es el normal producto cartesiano 


X 


P 


X 
EN 
Y 


y la (x) es única por la propiedad universal, al final (x) es nuestra A. 


El X del ejemplo no es separado sobre K, porque tengo mas puntos fuera de la diagonal pero 


no en la clausura. 


Definición 19 Un morfismo X — Y es propio si es separado, de tipo finito y universal- 


mente cerrado. 
Explicaciones de la definición: 


= TIPO FINITO si existe un recubrimiento de abiertos afines Y = |J V; tal que retro- 


imagen de los abiertos del recubrimiento esta cubierta también por abiertos afines, i.e. 
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Figura 4: 


FA (V) = U U, de manera tal que tenemos 


Vi 


=| |- 


Spec Bi; —> Spec A; 


que induce A; — B;j con Bi; una A;-álgebra finitamente generada. En nuestro caso 


a 4 Klg1 ,... á ; 
A, es K entonces B;; será de la forma Klm Bn] que es una álgebra finitamente generada. 


= UNIVERSALMENTE CERRADO que es cerrado y ademas para cada Y’ — Y cam- 
bio de base 
X'= X xy Y'—>X 


d E 


Y” Y 


f' es un morfismo cerrado. 


SIGNIFICADO. Sea Y = Spec K. Si X = Ak y si Y' = Ak entonces tenemos X” = Ag 2 
Y’ = Ak y f' no es un morfismo cerrado porque f' (V(xy — 1)) = AŁ {0O} no es un cerrado. 
Observamos que si X C P% entonces un morfismo X x Y” — Y” es siempre cerrado. 
Hemos visto lo que es un morfismo separado X — Y, i.e. cuando la diagonal es X — 
X xy X es un inmersión cerrada, hemos visto un ejemplo de morfismo no separado, figura . 
Hemos visto también lo que significa tener un morfismo propio X —> Y: separado y univer- 
salmente cerrado, i.e. 

X'= X xy Y' — X 

f j | 


y” Y 
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f’ es un morfismo cerrado. Un contraejemplo esta dado por la proyección de la iperbola, 
cerrado en Ag, al abierto AJAL0) C Ak. 


Teorema 20 Para cada n y m E N la proyección Pi x Ag — Ak es un morfismo cerrado. 


Corolario 21 Si X es un conjunto projectivo, entonces para cada variedad algebraica Y 
(cuasi proyectiva si y solo si es un abierto de un conjunto proyectivo), la proyección XxY — 


Y es cerrada. 
Para demostrar el corolario podemos suponer que Y es afín 


X xY —Y 


| 


X x Ar — Ak 


| is el teorema 


Pk x Ag 
y el hecho de ser cerrado se mantiene en la inclusiones verticales de la izquierda. 
Corolario 22 Un morfismo X — Y de conjuntos proyectivos es cerrado. 
La demostración sigue del Corolario 21, por el diagrama 


X= MR Y 


> | e por corolario 
Y 


Todos estos problema salen porque las imágenes de proyectivos son proyectivos pero las 
imágenes de afines no son siempre afines. 
Ejemplo Sea 

f:Ak — Ak 

(x,y) => (2,14) 
Vamos a ver las imágenes de las rectas horizontales donde la linea roja representa y = A 
y en la imagen tales rectas se convierten en donde al variar de A varia la pendiente de la 
recta. Observamos que la recta x = 0, amarilla, no sale en la imagen. Entonces Im f = 


AD (V (x)\V (zx, y)) que se llama conjunto constructible. 


Teorema 23 Si K es algebraicamente cerrado, la imagen por un morfismo de un conjunto 


constructible en un conjunto constructible. 
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Figura 5: 


Figura 6: 
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Por ejemplo V(x? +y? — 1) CAL x Ak 5 AL, donde 7 es la proyección canónica a el eje 


y =0. La imagen esta dada por {x € AL | — 1 < x < 1) (conjunto semialgebraico). 


Teorema 24 (de geometría real) La imagen de un conjunto semialgebraico es un con- 


junto semialgebraico. 


Ahora estamos preparados para demostrar el teorema gordo. 
Demostración de Teorema 20. Cogemos Zo,..., £n coordenadas de Pk y Y¡,...,Ym coorde- 


nadas de Ag. Cogemos ademas 


Vífi fa) = X C Pk x AK -> Ag, 


donde f; € Klzo,...,Tn,Y1, ---,Ym] = (Kly1,...,Ym]) [To, - - - , Zn] polinomios homogéneos en 
las coordenadas Zo,..., Tn. 
Dado (a1,..., am), queremos determinar cuando esta en ma(X). La preimagen es un subcon- 


junto de Pr de ecuaciones 


Tia = Jitiri Tny e äm) =0. 


Quiero caracterizar cuándo V (fia. --, fsa) 4 Ø. Por el teorema de los ceros de Hilbert 


tenemos que 
(Fiar Jra) D (Torc; DA In) == 
(£0,..., 2n) Z (Mires fra) con grado di ted! YL>> O0 
E a 
—=> ; : 
E O a a 


son polinomios que no generan (con coeficientes en K) el espacio de polinomios homogéneos 
de grado l, WI >> 0, 


<= rank 1 


9a,.0,...0(01, ---, Gm) Yay-1,10,....0(01,---; Gm) (01, ---,Qm) *** ) he 4 + ) 
que son las coordenadas de los vectores respecto a una base que son los monomios de grado 
len Zo,...,Tn. Ademas, por lo que hemos dicho, estos coeficientes se sacan observando que 


d; ei 
fi = Jn isc Ym) To 0h cool -Ym lo. Tres 
<= menores de orden máximo son ceros, y estos menores son polinomios en Kly,,..., Y] 


evaluados en a1,..., Am. El teorema esta comprobado. 
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Corolario 25 Si X es un conjunto proyectivo irreducible y reducido entonces sus únicas 


funciones regulares son las constantes. (si K es algebraicamente cerrado) 


Demostración. Si f € O(X) es regular, entonces podemos sacar un morfismo regular X — 


PL y un diagrama 


X—>K=Ak 
Pk 
Sabemos que Im f C PL es un conjunto proyectivo en PL, entonces puede ser todo P (im- 


posible) o una cantidad finita de puntos. Entonces la imagen de f es un conjunto finito de 


puntos. Del hecho que la imagen de un irreducible es un irreducible, tengo solo un punto, 


una constante. 


Nos recordamos de un ejemplo ya visto. 


Kiz, y, t] 


(£? — ty) 
morfismo Aj D V(x? — ty) — AL. Recuerdo que las fibras por este morfismo eran parábo- 


Cogemos Klx, y,t] > x? — ty. Consideramos la inclusión — K[t], que nos induce el 


las que se hacían mas delgaditas acercando a la origen, punto donde se encuentra una recta 


doble como fibra. 


K t Ñ 
Consideramos ahora otra inclusión a — K [[t]] que en este caso nos induce un mor- 
z? — ty 
K[z, y, t] a 
fismo Spec E => Spec K [|[t]], donde Spec K [[t]] esta constituido solo para dos puntos. 
T” — ty 
Tengo un anillo de valoración discreta, dado por 
Kio; — N 
N N 
K(0) 140) — Z 
Do s: 
g(t) 


¿Que valoración podemos dar? 


Sea g(t) = ao + art + at? +e Hart o. 


Si ao % 0 entonces existe un y *(t) € K[[t]] tal que 


(ao + art + ast? +---)(bo + bit + bt? +---) =1. 


Si g(t) = dy + 01 t+ 09 dut le Uy Uh... = ar +arpt +). 
=0 =0 =0 40 20 
En cualquier caso puedo associar 
f) 


— = t( a tat +) ms 
— 
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Paréntesis: Anillos de valoración discreta. 


Un anillo A es de valoración discreta si ocurre, siendo v una valoración: 


= v(f +g) > min (v(f), v(g)), 


= v(f-9) =v(f) + v(g). 


Podemos sacar que A = {f € K|v(f) > 0) U {0}, que tiene como único ideal maximal 
m=(fEeK]|v(f) > 0) ULO). Observamos que Vf € K, o f € A si la valoración es positiva, 
o f7* € A si la valoración de f es negativa. 


Fin Paréntesis 
¿Que ocurre cuándo tengo anillos de valoración discreta” 


Hemos visto 


Spec K]|[t]] — Spec K|z1,. .., £n] = Ak 


Tengo dos puntos: un punto con infinitas derivadas 


(t) > (11 —41,..., Tn — an) 
Tenemos una correspondencia 
Klzz,..., tn] —  K[lt]] 
Lo => aT 
Tn ER an+ 
zı — 41 = te) 
Ln — An == t(- k ) 


los coeficientes me dan derivadas que me determinan la curva. 
¿Que quiere decir tener un morfismo en el punto genérico? (i.e. en el cuerpo de fracciones) 


Tenemos 


Spec K((t)) — Spec K|z1,... , £n] = Ak > Pk 
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a quien asociamos la aplicación (esto que es una posible elección) 


Klxi,...,Zn] — K((t)) 


1 

TX O se 
2 t 
1 

Ti; > — 
tr 


Observamos que en el morfismo de antes cuando hemos pasado al proyectivo he recuperado 
el punto en el infinito que nos da la curva racional normal. 


Damos ahora una definición alternativa de morfismos propios y separados. 


Teorema 26 Sia f: X — Y un morfismo de tipo finito (hemos visto antes lo que es), zon 


X,Y esquemas noetherianos (> U finita Spec (anillos noetherianos)). Entonces: 


= f es separado => para cada A anillo de valoración discreta con K el cuerpo de frac- 


ciones de A tengo el siguiente diagrama conmutativo 


Spec K —= X 


Al 


Spec A —= Y 


y cada vez que tengo el diagrama conmutativo tengo también la flecha puntuada. En el 


ejemplo de antes “pegando abiertos” 


Spec K((t)) —= recta con “doble origen” 


Spec K[[t]] Spec K 


no es separado porque puedo completarlo en dos maneras distintas, una poniendo el 


punto de arriba y una el punto de abajo. 


= f es proprio si y solo si existe y es unico 


Teorema 27 Si X es un esquema noetheriano de tipo finito propio irreducible y reducido 
sobre K, entonces Ox(X) = K. 
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Demostración. Usamos la definición de propio 


X xk Y X 

cerrada | 
Y Spec K 
Kfz, ..., £n] 


Cogemos Y = PŁ. X localmente es un Spec - , entonces una función regular se 


XA 
Sl 
PL 


puede ver com un morfismo 


y podemos sacar 


mas o menos como hemos dicho antes Im f = mə (T;) que es irreducible, reducido, cerrado y 


no es todo PŁ. Entonces es constante. 


Hemos visto las correspondencias 


Kito E 

er o Prop Ste 

Kia La 

X CAR += Spec ki T 
Hablamos de esquema de tipo finito sobre K, que significa tener X —> Spec K que local- 
mente es pesas tal que es una K-álgebra finitamente generada. Ya hemos visto que si 


X = Spec A, entonces Ox(X) = A. 


Si X es propio de tipo finito sobre K, irreducible, reducido, entonces Ox(X) = K. 


A E, Kit. Eal o. ' 
Reducido si localmente X = Spec Eto: tol con Eto: tol libre de elementos nilpo- 


tentes. 


K 

Un contraejemplo donde no es reducido es dado por X = Spec za, entonces Ox(X) = 
LTS, Y 

R?. 


¿También en estos casos “malos”, podemos recuperar A? 


Caso sencillo es este ejemplo 
X = Pk = Proj (K[xo,. . . , Ta]): 
¿Como es f € Ox(X)? 
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Restringimos fius € Ox (Uo) Sk a e z, (x) es afín ya es un elemento de un anillo, 


To To 
y donde Uy = Spec K ENE = SpecKly;,...,Yn], con yi = A entonces fu, = 
To To To 

Treno, con d = deg F. Observamos que Uy NU, = D(yı) y que O(D(yi)) = 
Kly,- -- , Ynly: 

De manera análoga cogemos fjv, = EN puedo sacar el mismo d de xp: si fuera 
d' en fiw,, con d' > d por ejemplo, mE oltiplicar el numerador y el denominador de 
Pozo, SE Sn) T 

To 


En la intersección tienen que coincidir 


G 
fiuonu, € (Uo N U1) = S G homogéneo de grado a} 
D(xozı) 
entonces F i 
PS A Fizi = For? en Klzo,..., £n] 


(1971) (2921) 


que significa, siendo Xy y 11 primos entre sí, 


e f Fy = Ar? 
anea 


porque Fo y F; tienen ambos grado d, esto significa che f = A, una constante. 

Sea X = Proj(S), entonces Ox(U) = fs : U — Ley S) | sh recordando que Sip, son 

los elementos homogéneos de grado 0 de la localización S,. 

Si considero, en vez de los elementos homogéneos de grado 0, los elementos homogéneos de 

grado d > 0, obtengo una diferencia entre los grados en el cociente 4% y entonces el factor 
To 


de multiplicación Á no es una constante, sino un polinomio homogéneo. 
Puedo definir un haz, llamado Ox (d), definido por 


Ox(aU) =4...| 150) 


donde S(d)(,, son los elementos homogéneos de grado d. Observamos que (Ox(d))(X) = 
K[zo, . .. , Unla y que la espiga de Ox (d) en p es S(d) (y, que es un módulo sobre Sp). Atención, 


NO es un anillo porque se multiplico dos elementos de grado d por supuesto no obtengo un 
elemento de grado d, puedo multiplicar por elementos de grado 0, así que obtendo un S(p)- 


módulo. 
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Haces y Fibrados Vectoriales 


Definición 28 Si X es un espacio topologico y Ox es un haz de anillos, se llama haz de 
módulos sobre Ox a un haz F tal que para todo abierto U C X, F(U) es un modulo sobre 


Ox(U). Para cada x € X, la espiga F, es un módulo sobre Ox z. 


Definición 29 Si A es un anillo y M es un A-módulo y llamamos X = Spec A, podemos 
definir un haz F = M de Ox -módulos mediante 


FU) (0 | |M,|VpeU 3VCU conpeVymeM fe Ay tsv= 7) 
peU 


Los trozos se acaban pegando y 


FX) =M y FO) =M= (E). 


Definición 30 Si S es un anillo graduado y M es un S-módulo graduado se puede definir, 
si X = Proj( S), un haz F = M de Ox-módulos de forma que 


F(U) = f, : U — M My | como ate) 


peU 


Si F € S, es un elemento homogéneo 
Finir) = Mr)  Proj(S)mq») = Spec(S(»)). 
Definición 31 Un haz F de Ox -módulos se dice COHERENTE si localmente se tiene 


a X = |]U; con U; = Spec(A;); 


= Fu, = M; con M; un A;-módulo noetheriano. 
Ejemplo. Los haces coherentes sobre Spec A son de la forma M con M un A-módulo noet- 
heriano. 


{A — módulo noetheriano} — {haces coherentes sobre Spec A} 
M > M 


Ejemplo original. 
S = Kíizo,...,Tn] y X = Proj(S) = Pk. Vamos a coger M = S(d) = Klzo,..., £n] donde 
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Mı := Klzto,...,Tnjiza (el significado es que estoy “subendo” el nivel de las cosa que voy a 


definir como “constantes”). 
~ F 
Para cada p € X, M, = Mo) = E | F € Mi = Sape, GE S y. Volviendo a la prueba de 


antes, ahora nuestro À es un polinomio homogéneo de grado d. Ademas 


(Ox(d) (X) = Kloo,..., Enla: 


Definición 32 


S(D) = Ox(d) = Kļzo,.-., £a] = (Ox (4)(X). 


d>0 


Cogemos X = Proj(S) y llamamos Ox(d) = S(d), recordando que S(d) = S como conjunto 
y S(d) = Sisa: 
S = BH (Ox(d)) (X)? NO. 


d>0 


K|to, L1, T2, 23) 
I 


Ejemplo. S = Proj ( ) donde X = {( to : titi: tot? : ti )|(to: tı) € Pt} 
s A O o 


TO zı T2 T3 


y cogemos I = I(X). 
T2 


Observamos que veg (Ox(d)) (X) 2 Sı = Klzo, £1, £2, £3]ı. La demostración se hace 


; . ; LoT2 B 
recubriendo la curva con dos abiertos y verificando que es una sección. 


Ejemplo. I C A ideal, Î C Ox con (X = Spec A). 
I C S ideal homogéneo Ï C Ox con (X = Proj 8). 


Definición 33 Se llama haz de ideales en un esquema X a un Ox-módulo T C Ox (jun 


ideal es un módulo sobre un anillo!) tal que para cada abierto U, T(U) € Ox(U) es un ideal. 


Ejemplo. Sean /, J ideales de K[xo,..., £n]. ¿Cuándo ocurre que =J? 

Supongamos Y = (F,...,F,), J=(G;,...,Gs); =J: Î Da: = Jp). Observamos que 
eE uan 
Le; Fa; 

en el caso afín la biyección es perfecta, que significa: si y solo si Tæ) = Jæ, W1=0,...,N. 


Nos acordamos que 


Lo Tn Lo Tn Fi F, 
Tee A] A a A aa A AA 
50 (a (E =) 6 =)) € 7) 


y vale lo mismo por J, entonces 


y quitando denominatores 
=> HE VEL st 


esto implica que existe d >> 0 tal que si deg F > d, FF; € (G;,...,Gs) Yj = 1,...,r. 
Entonces existe un grado suficientemente alto l >> 0 tal que si l > e vale 1, C Jı. 


Conclusión. I= J & I = J sil >> 0. Hemos compruebato la “<=”, la “=” es quasi 


inmediata. 


Esto ocurre también en general: si X = Proj(S) entonces 


{S — módulos graduados noetherianos) —> {0x — módulos noetherianos| 
M — M 
Paso Ox(F(d)) — F 


donde M = Ñ & Mı = N, YL >> 0, por la biyección tengo que poner esta relación de 
equivalencia, y F(d) = Ox (d) 8 F. - 
El ejemplo de la cuártica muestra que M — M — M no es una biyección. 


De todas formas tenemos una correspondencia 


tritio s Y EE 


Klzxo, Ti, T2, T3, La] 


obtenendo Barol(Ox(d)/(A) = I(Y) 


mas natural a nuestra cara X, que es una curva un poco artificial ya que le falta un monomio. 


. La biyección recupera la copia isomorfo 


Al final tenemos 


p! pS 
(to : t1) —————=> (tå : tót1 : tot? : tå) 
À 


l 

| proyección 

l 

l 
p4 


Mesta Aso) 
Paréntesis: Propiedades fundamentales de los haces. 


Si tengo F —> G morfismo de haces, entonces 


F(U) — G(U) EN Fo — Ge 
VU abierto es inyectivo Vxe X es inyectivo 
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de otro lado 


F(U) — G(U) = Fa — Ga 
VU abierto es sobreyectivo ¿+= VzxE€E X es sobreyectivo 


¿Porqué funciona el primero y no el segundo? 

Si en inyectivo con espigas, entonces es inyectivo en algún abierto. Si damos el valor cero en 
el punto, entonces cero en el punto significa cero en un entorno del punto, pero los haces se 
pegan bien y tenemos cero en todo el abierto. El problema con la suprayectividad es que a 
veces el levantamiento no es unico!!! 


Ejemplo. 


Klzo, Tı, 12, 23] 
I(X) 


que da lugar a una nueva sucesión de haces, también exacta porque tengo funtores exactos 


— 0 


0 7 I(X) = K[zo, 21, £2, £3] = 


~ 


Klzo, Tı, 12, 23] 


0— 1(X) —> Klz0, 22, £2, 13] == I(X) 0 
que es igual a 
0 — Zx ps — Ops — 0x — 0 
Podemos hacer el truco de cambiare el grado, pasando a 
- K[zo, 21, £2, £3] 
0 — I(X)\(d) 2 Kl[zo, 21, £2, 23] (d) —> (d) — 0 


IX) 


obteniendo la sucesión exacta de Ox-módulos 
0 — Tx p3(d) —— Ops (d) —> 1,40 x (d) — 0 
El ejemplo visto antes es equivalente a decir que para d = 1, al tomar secciones globales 


0 — T — O NEAS OE 


(*) no es sobreyectiva, porque (*) es igual a Ops (1) (Pz) = K[zo, £1, £2, 23), — (Ox(1)) (X) = 
i,Ox(1) (Pg). Además Zx p(1)(P) = I(X)ı = 0 porque no hay elementos de grado 1 en 
I(X), equivalente a decir que la curva no está contenida en un hiperplano. 


Lo que podemos decir es que si 
0 — F — F — F" — 0 


es exacta, entonces 


0 — F'(X) — F(X) — F"(X) 
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es exacta. 

Fin Paréntesis. 

Sea X un esquema y F un haz coherente de Ox-módulos. Es decir, existe un recubrimiento 
finito X = |JU,, con U; = Spec A; abiertos afines con Fu, = M; con M; un A;-módulo 
finitamente generado. 

Cogemos y : X —>» Y morfismo de esquemas. Si F es un haz sobre X tenemos definido 


PF, la imagen directa de F por y, donde 


(PF)(V) = Flo UV). 


Si F es coherente, Fy, = M; con U; = Spec(A;) localmente y tenemos, siempre localmente, 
fi, : Spec A, — Spec B; (correspondiente a un morfismo de anillos A; ge B;). M; es un 
A;¡-módulo y también un B;-módulo, definido por b -m := p,(b)m. (x). 

Se puede ver que YF] Spec B; = Ma, tomandolo como B;-módulo. 

Al revés, si tenemos un haz en Y vamos a construir un haz sobre X. 

Sea G un haz coherente sobre Y, p : X — Y un morfismo de esquemas. Localmente 
G] Spec B; = Ñ; con N; un B;-módulo. 

A través de P; : B; — A; tenemos una estructura de B;-módulo para A;, definida como en 
(x). Puedo considerar el producto tensorial N; 9 p, A; que también es un A4;-módulo con la 
acción a- (n Qa’) :=n Qa- d. 

Se puede ver sin excesiva dificultad que todos estos módulos N, 9B.. A, se pegan bién; estos 
están definidos en Spec A; y al pegar son un haz coherente y*G sobre X. 


¿En que consiste este haz? Idea geométrica: para cada x € X 
(p*G)a — (N; SB, As)» x (Noa: 


Por lo tanto (Y*G)s = Gp(w)- ¡Las espigas coinciden! 


Localmente 
X ~ Spec A; 
TA Pp 
PG ~ N; QB, Ai 
Y ~ Spec B; 
pla) ~ r (p) =q 
Ejemplo. 


Sip: X — Y es una inmersión cerrada, entonces Y G sobre Y 


PG = Gx- 
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El hecho que es una inmersión cerrada nos dice que localmente A; = > donde con local- 
mente quiero decir que X ~ Spec A; y Y = Spec Bj. 

Si M es un módulo proyectivo, esta es una propiedad local. 

M es A-módulo proyectivo => Mp es un Ap-módulo proyectivo V p € SpecA => Mmes 
un A,y-módulo proyectivo para cada m maximal. 

En anillos locales => proyectivo <= libre. 

Si Mp es un Ap-módulo libre, existe D(f) > p tal que My es un A¿-módulo libre (localmente 


existe un entorno en el cual el hecho de ser libre se conserva). 


Mı My m1 My 
==,..., 5 p es una base de M, => mE me) base de Mp... f,- 
f K ) j q did 
Definición 34 Un haz coherente F se dice localemente libre si existe X = |] U;, con U; = 

Spec A, tal que Fiu, = M; con M; un A;-módulo libre (€ M; proyectivo). 


Ejemplo. 


Sea S = K[zo, . . . , tn) anillo graduado. 
y: SD" — S 


(Fo, ., Fn) > £oFo + 1f +: + EnEn 


donde en el espacio de llegada hay elementos que se pueden poner como combinación lineal 
de £o,..., Zn. Y es una aplicación HOMOGENEA (de grado 0) ya que manda elementos 
homogéneos de grado l en elementos homogéneos de grado l. 


p define un morfismo de haces 


a —= i = ()-=0 
(Zo, -.. , Tn) 
Opn(—1)"+1 = Opn r 0=0 


donde (*) es un haz de cero porque dijimos que dos módulos definen el mismo haz si los 
elementos homogéneos coinciden a partir de cierto grado. Aquí coinciden a partir de grado 
1. 


ẹ no es sobreyectiva: coker(p) = 


Kite: ¿tal 


l A (ollas ds) l 
Sin embargo la aplicación de haces sé que es sobreyectiva! 


Sea M = ker py = {(n + 1) — uplas tal que zofo +--+ £nFn = 0). 
Vamos a ver que M es localmente libre. 


En el abierto D4 (X:) = Spec K E se a se tiene Mip,(&) = Ma, 


t Ti 


~K. 


pam 
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¿Cuales son los elementos de grado 0? 


F Fa . 
(2. ==. =a | € Mæ) => Fr homogéneo de grado a — 1 (ya que en S(—1) hay un shift de 
Ti Ti 


1 en el grado). 


Además se necesita zofo +... + £nFn = 0 , entonces puedo siempre dar F; en función de 


los restantes F},... ¿En ...,F,n. Dicho de otra forma, no necesito dar el F;; es bastante dar 
el Fo,...,Fi-1,Fi+1,..., Fn y ademas una forma libre. 
Es z ¿ 
Ms, es un K e SeS a -módulo libre de base 
Ti Ti 
1 To 
Ti y) y) t d. 
i 
Lu 1 
7 a. y) y) Zi 
Da 
2 
Obtenemos 


Tk Tk 1 
a E aS O 


¿Como se corresponden las bases en D4 (x;) y Dy(x;)? 


XL i £ T 1 
En D4 (x;) con base a (2...) donde a (2) = pa E — 
Xi LJ Dj i Lj 
So 
i k 
T £ 1 Zi ; 
Tenemos d | Œ | = pt ..., = ,...« | donde sacamos el cambio =, y además 
Li Ti Ti Üj 
== ~v 
i k 
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; Tilk 
donde sacamos el cambio ——> y al final 
17 
a( ) = a( E 
Tj Tj Ti Tj Ti 
Xi Tk Ep 1 XiTk ds Th Xk 
con =d | =]|=|...,- RA A a LO 
Tj Ti Vilj Üj Tj Ti Tilj Tj 
_-— a _ A 
1 k 1 j 


Si fueron diferenciales 


(5) -a(3) Mao 


Llamamos M = Qpr haz de formas diferenciales sobre Py. 


Si X es un esquema irreducible sobre K y F es un haz localmente libre, localmente F| spec a, = 
M; con M; un A¿-módulo localmente libre M; ~ Af. 
En otro Spec A; tenemos F|specA; = M; con M; = Af (r es el mismo ya porque en la 


intersección de dos abiertos la espiga tiene el mismo rango que en cada uno de los abiertos). 
(Spec A¿) N (Spec Aj) = Spec Aij Hspecas = Mij Y Ag 


Los M;; sirven para pegar M; con Mj. 


Se puede pegar (Spec A;) xK" restringido a Spec A;; con (Spec A;) xK” restringido a Spec A; 
mediante las equivalencias M; ~ A;, M; = Aj, Mij ~ Ayy y se obtiene un fibrado vectorial 
F sobre X. 


Definición 35 Un fibrado vectorial es un esquema de tipo finito sobre K con un morfismo 


F — X tal que exista un recubrimiento abierto X = |JU; tal que Y i TU) C F es 


isomorfo a U; Xspecx K” y 


a 7+(U;) —= U; X Spec K K” 


L- 


i 
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En los abiertos tenemos 


m(U,) AO, N U,)" q! U;) 
U; x K” U; x K” 
a lineal 


(U; 0 U;) x K" "$ (Un U;) x K" 


Observamos que las fibras son todas K”. 


Dado un fibrado vectorial F — X se puede definir el hax F de secciones del fibrado 
F(U) = {s : U — F | Tos = idy}. 


Restringido a U; tengo 


F(U;) = {s; : U; — U; X Speck K” | TOS= idy} 


F es localmente libre con F(U;) ~ Ox(U;)" un Ox(U;)-módulo libre. 

¿Para que sirven los fibrados vectoriales? 

Ejemplo. En P una hypersuperficie (una subvariedad tal que todas sus componentes tienen 
dimensión n — 1) se puede definir por una ecuación. 

Por ejemplo, un número finito de puntos en Pé no se puede dar con 2 ecuaciones (ideal 
formado por 2 ecuaciones). 

Si X = {(1:0:0), (0:1:0), (0:0:1)} (X) = (zp2,, tp12, 1112). No puedo quitar ninguna 


ecuación, la parte homogénea de grado 2 de K|zo, x1, x2] tiene dimensión 3 y necesito los 3 


generadores. Ya que los puntos no están en una recta: 2 puntos => 1 recta mas 1 cónica. 1 
punto = intersección de 2 rectas. 3 puntos como las cónicas que pasan por ellos = sistema 
lineal de dimensión 3! 

E abiertos afines 


Tı £ 
= En D, (zp) sólo tengo un punto ~> (2 2) 
Lo Lo 
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Tenemos 


Y Ti 0 To 
To Te Tı 
E a 0 en D,(zo) N Dy(x1) 
2 X1T9 Tı T2 
< e aens — 
Lo £i To Tı 
x E Lox 
2 oT2 
A ur (1-1) 2 a 
ii i 7 da D, (21) NM D,(a3) 
= en Xx £ 
La i 2? ii +l 1) FHIL2 
Tı vi T2 
entonces 
r 2 T ToT2 x 
2 Hoy as a Y pa 
Lo S de 1 1 La 
za | LL z xl 21 
= A (1 0 = 2 
To xi £o xi L2 
219 T2 
2 -u a 
xi Lo Ta 
= 2 2 2 £ 
T T £ 1 
A A0- A = 
CE an a 
ES 2 


Del hecho que tiene que ser A(1 — u) + (1-A) a 0, obtenemos À — uà +1—à=0 
Loti Loti 

así que tiene que ser uà = 1. Eligiendo u = i tengo una manera para elegir matrices de 

transición compatibles. 


Tengo entonces una receta para pegar las ecuaciones de la subvariedad de codimensión 2! 


= T s ., 
> q3 F — Pè y F< —-— P} con una sección s € F(P?) que se anula en X 


(So = {x € P? | s(x) € mu) ~ K?, s(x) = 0}. 


Ejercicio. X = V(2p11 + 1223 + x?) C PR y L = V (£0, £2, £n) C X, significa que L esta 
definido por las £1, £3, £4,- ..,Zn—1- 

Encontrar F — X y una sección que se anula en L. 

Dimensión 


Definición 36 Si X es un espacio topológico, se llama dimensión de X a la mayor longitud 


r de una cadena Xy C Xı C Xo C ... C Xr, inclusiones estrictas, de cerrados irreducibles 


de X. 


41 


Recordamos que irreducible significa que si X; = X; U X?” cerrados, entonces X; = X; o 
” 


Con esta definición, R” tiene dimensión cero, ya que los únicos puntos cerrados irreducibles 


son los puntos. 


La definición que sigue es la que tiene sentido cuando tenemos un esquema, si X = Spec A. 
¿Cerrados irreducibles de Spec A} —> {Ideales primos de A} 


dim X = máximo r tal que existe una cadena Po D pı >... D pr, siempre con inclusiones 
estrictas, de ideales primos. Esta dimensión de A es la dimensión de Krull. (4 es dominio 


<= (0) es primo). 


Si A = Acta y Í es primo => dim A = grtranscg cf A, grado de transcendencia sobre 
K del cuerpo de fracciones de A. 

Ejemplo. 

dim Ak = dim K|z1,. .. , £n] = grtranscg cfK(x,,..., tn) = N. 


Si X =V(f) CAR, f K irreducible. 
dim X = dim Skopye = grtranscg cf a) =n-1. 


Observación. dim A = dim Ap, en la situación de arriba 


dim Á = MáXpeSpec a dim Ap = MáXze x dim Ox y. 


Como localmente cualquier esquema es el espectro de algo, ya tenemos la noción de di- 
mensión de un esquema X: dim X = máxsex dim Oxs. 

Esta propiedad nos dice que la dimensión se puede calcular localmente. Además estamos 
suponiendo que A sea un dominio de integridad y que X sea irreducible. Por lo dicho si 
X = X,U...UX; unión de irreducibles, entonces dim X = máx (dim X,,..., X6} 


>) dim X > dim X; porque X; C X a partir de la definición 


<) Sea r =dimX =>> 3X¿C... C X} cadena incluida en Xo U... U X. cadena de 


irreducibles en X, entonces existe ¿ con X/ C X; > dim X; > r;. 


Si A = El, 2] entonces dim A = dim a E Ideales primos de A => cadenas de ideales 
primos que contiene I y además p > I < pD vI para cada p primo. 
Áres = A donde N = nilradical = y(0). 


Definición 37 Dado cualquier esquema X se llama estructura reducida de X el esquema 


Xres que consiste, si X está definido localmente por Spec A;, en pegar los Spec(A;)res. 
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a Si X = Pr, como localmente P” es A” y dim A” = n, tenemos que dim P” = n. 


= Si X = V(F), con F homogéneo no constante, entonces dim X = n — 1 (ya que local- 
mente X es un hypersuperficie de A”). Estoy diciendo más, ya que no pido che F sea 


irreducilbe, estoy diciendo que cada componente irreducible de X tiene dimensión n—1. 


Proposición 38 Si X C Ag (o X C Pk) tiene todas las componentes de dimensión n — 1, 
entonces X = V (f) ( respectivamente X = V (F) ). 


Demostración. Basta ver que cada componente irreducible de X es de la forma V (f). Dicho 
de otra forma, basta suponer que X sea irreducible. Como dim X =n-—1 => I(X)#0 => 
J f € I(X)\K (f no es constante). Como I(X) es primo, si f es reducible cada uno de sus 


factores está en /(X). Luego puedo suponer que f sea irreducible. 
Tenemos entonces que X, dimn — 1 está in V(f), dimn — 1 irreducible. ¿Puedo decir que 
X=V(f)? 


Lema 39 Si X C Y, con dim X = dimY yY es irreducible, entonces X = Y 


Demostración Trabajamos, al fin y al cabo, con variedades afines. Sea entonces X C Y C Ak 
inclusión propia => I(X)> Y) = 3f e NX WY) = XCcYnv(f). 


dim Y = grtranscę cf Et, Como f ¢ I(Y), f 4 0 como clase de equivalencia en 

K[|z1,..., Bal e K]zi,..., £n] o K]z1,..., £n] , 

———— => dim + < dim ————. De tal manera dimY AV(f) < 
1Y) +0 1Y) Eli 


dim Y = dim X y esta es un absurdo. 


Esto prueba también que cualquier hypersuperficie de P” viene dada por UNA ecuación. 


Dado X C Pk con todas sus componentes de dimensión n — 1, exist F € Kizo,..., tp] 
homogéneo de grado positivo d tal que X = V(F). 

F € Kizo,...,Unla = (Opr(d)) (Pr) donde Opn(d) es un haz localmente libre de rango 1, 
<= fibrato vectorial de rango 1 (fibrado lineal / haz de linea). 


Si Y es un esquema irreducible de dimensión n y X C Y con todas sus componentes de 
dimn — 1. ¿Se puede decir lo mismo que se tiene para P”? NO 
Ejemplo. Y = V(y?— 2%) C AŻ y X = {(0,0)} con X C Y. 


X no se puede definir con una sola ecuación 


1. si corto con y = 0 => (y? — x’) + (y) = (y, x’) 
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2. si corto con x =0 => (y?—a%) + (x)= (2, y?) 


en ningún caso obtengo el ideal de (0, 0). 
Si A = ael y M = (x,y) donde bar me individua la clase de equivalencia. En Ay (loca- 
lizado de A en M) el ideal maximal no se puede generar por un elemento!! 


Definición 40 Dado un anillo local de dimensión n, se dice que es REGULAR si su ideal 


maximal se puede generar por n elementos. 


Definición 41 Dado un esquema X, se dice que x € X es liso si Oxx es un anillo local 
regular. Un ESQUEMA LISO es un esquema en el que todos los puntos son lisos. Si x € X 


no es liso se dice que X es singular. 


Supongamos a partir de ahora que Y es liso y de tipo finito (en realidad basta que sea liso 
en codimensión 1 ~ si cojo un punto x que corresponde a una subvariedad de codimensión 
1, Ox, es un anillo local regular. 

Sea X C Y irreducible de dimensión n — 1. 

Tenemos una correspondencia X — zx E Y y (gracias a nuestras hipótesis) dim Oy, = 1 
Demostración. Si Y = Spec A entonces X — p X = Spec $ con Oyz = Ap de dimensión 1. 
Oy... local regular de dimensión 1 (su maximal viene dado por el ideal p) => Oy, anillo 
de valoración discreta. Localmente X viene dado por una sola ecuación. 

Si Y = UU;, entonces X N U; = V(f;) viene dado por una sola ecuación, con f; función 
regular, f; € Oy(U,). 
Si Y es de tipo finito sobre K = las funciones regulares son funciones de verdad. 
De hecho estoy diciendo algo mas: “I(X NU) = fr”. 


Para poder hablar bien de esto hay que utilizar la estructura de anillo de valoración discreta. 


La valoración en Oy, es cuantas veces el generador del maximal (que es único) divide un 
dado elemento. 

En U,NU; ~ 4 está bien definido y nunca se anula en U¿NU;, tenemos 4 e OF (U,NU;) => 
puedo usarlo para pegar 
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fi 
Esto también explica porqué no funciona para codimensión mayor! 


Moralmente fi — (2) fi = f;. Observamos que A > L (p) - A es un morfismo lineal!. 


¿Como defino el cociente entre las 2 funciones que definen algo en codimensión 2 por ejemplo? 


¿Hay una única elección de matriz de transición? 


Además 
U; x K U; x K U, x K 
Uiji x K Uiji x K Oia x K 
Íj fı 
i Fi T 
A fı E fi Íi 
' fi ihi 


entonces existe £ haz localmente libre de rango 1 (invertible) y una sección de L(Y) que se 
anula exactamente en X (como esquema). 

Si X =X,U...UX, con dim X; =n—i Vi. 

X; — s; € LilY) y X — S1 8...8 S, E (L1 8... Q L(Y). 

Vale todo esto al revés también. 

Si L(Y) es un haz localmente libre de rango 1 y s € L(Y), que significa Ljy = Ox¡y. Por 
el mismo argumento que es el caso afín, el lugar de anulación de una función regular (o 
el lugar de un elemento de Ox(U)) es algo de dimensión n — 1, entonces sy € Ox(U) 
(dim((S) NU) =n-— 1). 

Sea X C Y, con Y lisa de dimensión n, irreducible. 

Sea X un hypersuperficie (todas sus componentes tienen dimensión n — 1) 

Lisa => localemente X está definida por una ecuación o de manera equivalente, si Y = (J U,, 
entonces X NU, = V(f;), con fi € Oy (U;). 

Pegando las ecuaciones locales obtenemos que existe L fibrado lineal sobre Y con una sección 


que se anula en X. 


El pasaje de U; x K a U; x K viene dado por la multiplicación por i e O*. 

Dado L fibrado lineal con dos secciones s y s' que dan lugar a hypersuperficies X y X' 
(localmente Y = [J U;, X > fi, X’ = fi), el paso de U; x K a U; x K se hace multiplicando 
por hij: en U, N U; obtengo f; = hij fi y f; = hiz fi, entonces i = ji 
Cada uno de estos son cocientes de funciones regulares en U; (y respectivamente U;) tales 
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que cuando las restringimos a U; A U; coinciden. 


Definición 42 Se llama función racional sobre una variedad irreducible Y a una clase de 
equivalencia de pares (U, f), donde U es un abierto no vacío de Y y f € Oy(U), por la 


relación 


(0,f)-(0,f) => IV CUNU tal que fiy = fiv- 


La diferencia con la definición de germen de función regular es que los abiertos que cogemos 
no son entornos de puntos. 

Observación. El conjunto de funciones racionales de Y coincide con el conjunto de funcio- 
nes racionales de cualquier abierto U C Y. 

Y es irreducible, entonces dos abiertos cualquiera se cortan, si U C Y, también U es irredu- 
cible = su anillo de funciones regulares es un dominio = el cuerpo de fracciones está bien 
definido. 


Si U es un abierto afín, el conjunto de funciones racionales de U es c£f(Oy(U)), que se denota 
K(Y) = (funciones racionales de Y}. 


Definición 43 Sea f € K(Y)\{0} para cada X C Y una hypersuperficie irreducible. El 


localizado Oy. x es un anillo a valoración discreta (visto antes). cfOyx = K(Y) > f. 


En este anillo de valoración tengo una valoración vx(f) € Z. 
Moralmente el generador del maximal de Oy, x es la ecuación de X y la valoración de f me 


dice cuantas veces f tiene ceros (o polos) a lo largo de X. 


Divisores y Fibrados 


Definición 44 Se llama divisor asociado a una función racional f € K(YNX0| a 


Div(f) = Y vx(f)X. 


X hypersuper ficie irreducible de Y 


Observamos que es una suma finita ya que solo para un número finito de hypersuperficies la 


valoración de f es Æ 0. 


Definición 45 Se llama divisor de Weil a una combinación lineal finita Y n;X; con n; € Z 


y X; hypersuperficie irreducible de Y. Div(f) se llama divisor principal. 
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Se dice divisor porque antiguamente se utilizaba la notación producto 


y NiPi > Il pi 


y los p; eran asociados a primos. 

Sean s, s' dos secciones de un fibrado lineal (S)o e D y (So > D', con D> 0y D'>0(D 
y D' son divisores efectivos, que significa que todos los n; son non negativos). 

La discusión que hicimos antes para hypersuperficies no dice en que difieren dos divisores, 
nos dice che D — D' = Div(f), el divisor de una función racional f € K(Y) {0}. 


Reciprocamente supongamos que D — D' = Div(f). Localmente D —> fi y D' = fl, esto 


quiere decir que f define lo mismo que f en cada U. Esto significa que 
Li 
E no tiene polos => € Oy(U;) => no se anula nunca. 


Lo mismo vale para Ef € Oy(U;). 


Defino un morfismo de fibrados y demuestro que es un isomorfismo 


0, xk Pp, x K 
AN Ade 
f f 
f/f 

U; xK Uj 


Como el diagrama conmuta, el morfismo es un isomorfismo ya que conmuta con las restric- 
ciones. 


D —-> Ox(D) haz de linea, entonces 


D-D'=Div(f) => Ox(D) ~ Ox(D') 
T notación 


Da D' D y D' linealmente equivalente 
Si D es un divisor cualquiera, puedo escribir D = Dı — Da, con D¡,D2 > 0 


Ox(D¡) 9 Ox(D,)* 
| 
~ Dı — Də = D — Ox(Dı) 8 Ox(—Də) 


l 
Ox(Dı — Da) = Ox(D) 


Dı E 7 Ox(D;) 
Do == Ox(D3) 
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El fibrado lineal Ox(D) no tiene porque secciones regulares, pero a lo mejor tiene secciones 
racionales. 

Supongamos ahora que Y C Pk. L fibrado lineal sobre Y < £ haz invertible. 

En general, dado F = M haz coherente (no acordamos que M=M' > M= M] para 
l>>0). 

Por ejemplo si M = @aso(F(d))(Y), entonces M = F. 


Teorema 46 (B de SERRE) Si F es un haz coherente sobre un esquema proyectivo, en- 


tonces F(d) tiene secciones no nulas para d >> 0. 


Dado L fibrado lineal, L € Oy (d) tiene secciones no nulas para d >> 0. 
~ 3D'>0t.q.0y(D') = L80y(d). Substituyendo Oy(D”), obtenemos L = Oy(D' — D”). 


Div(Y 
PRU — f{fibrados lineales sobre Y }/ ~= Pic(Y) 


También es un isomorfismo de grupos (la operación en Pic(Y) es el producto tensorial). 
Dada X C Y hypersuperficie se puede considerar el haz de ideales Zy, y, de las funciones re- 


gulares de Y que se anulan en X, observamos che Zy y ~ Oy(U;) dado por la correspondencia 


g: fi — g. Entonces Tx y es un haz invertible. ¿Como se pegan las cosas? 


Tx y (U, N U;) = Oy(U; N U;) U¿n U; — Ui 
gfi El 
Tx y (U, N U;) = Oy (U; N U;) UiN Uj — U} 


e= a 


Tenemos entonces que Zy y = Oy(X)* = Oy(—X). y por supuesto (es de rango 1 y inverti- 
ble) 


Si X C Y de codimensión mayor que 1, Tx y no es localmente libre y Tx y = Oy. 
Localmente X está definido por 2 ecuaciones f y g sin componentes comunes, entonces 


I = (f,9) en Oy,, con p punto; el dual quiere decir Hom(1, Oy). Bajo este homomorfismo 
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I — Oyp, con f => f'y g > g' ¿Cual es la imagen de fg? I C Oy,, en que puedo ver 


alternativamente f como elemento de Oy., y g como elemnto de I o al revés luego 


fg fg 


f'g 
tiene que ser fg’ = f'g obteniendo 


Fifa y f1g9 > FIF 


Oy, es UFD. 
Il'f y gtf => glg | P 


Entonces g' = hg y f'=hf. 

Luego Hom(1, Oyp) = Hom(Oyp, Oyp) = Oyp, donde la igualdad (*) es dad asociando a 
f — f' el elemento h tal que f'= hf. 

Ty =0y => Txy NO es localmente libre ya que en este caso sería (Zx y)* = Tx y y no 
es así, ya que (Zx y)* = Oj,, = Orp. controllare 

Ejemplo: Pic Pr =?. 

Una hypersuperficie es lo mismo que el lugar de ceros de una sección de Opn(d), luego 
PicPk = ZOpn(1). Si tenemos D € Div(Pr), con D = > n;X; y la correspondencia X; + 
Opr (di), así que D € Opr (X` nidi). No hay mas fibrados lineales que los Opn (d). 


Construcción. Sea Y un esquema de tipo finito sobre un cuerpo K, propio, entonces (difícil), 


L(Y) es un espacio vectorial sobre K de dimensión finita. Nos acordamos que tenemos una 

correspondencia entre los L fibrados lineales sobre Y y los haces £. 

Sea V =< £p,11,...,Tn >C L(Y) un subespacio vectorial de dimensión < oo. 

Ejemplo. Y = P} y L = Op1(4), V =< t , titi, tot, ti >, de dimensión 4, mientras 
ONO 


LO 21 22 £3 


L(Y) = Klto, t1]4, de dimensión 5. 
Si dim V = n + 1, ¿como obtengo Klzo,..., £n]? 


Creo que vamos a ver que 


Klzo,-..,tn] = Q SV 


d>0 
anillo graduado. Entonces 
Pk = Proj (® st) 
d>0 
SY —L9 (Y) 
P sy -> P LOTY) anillo graduado. 


d>0 d>0 
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Tenemos que ker a = I ideal homogéneo. Cogemos 


o (Ses r) 
M 


esquema proyectivo. 


Volvemos a nuestro ejemplo 


SV —> (Opr(8))(P*) = Kfto, tils 
t — t 

foty > titi 

Loťo — tt? 

torzs H> tét 
di — te 

tito H> tt 

tity — tt? 
23 — tit’ 

293 — tot! 
3 — t 

podemos observar que Iz =< 213 — 11%2 >, donde las coordenadas £o, ..., £3 están dadas 


por 
PL — PÈ 
(to: tı) — (tå: tti: tot? : tf) 
Necesito que cada punto y € Y defina un punto de P. Observamos que un punto de Pk es 
la intersección de n hiperplanos + hiperplano de P“ (conjunto de todos los hiperplanos de 
g que se anulan en el punto). 
Idea Cada Punto de Y debe definir un hiperplano de V (secciones globales de £ que están 


en V y se anulan en y). 


Definición 47 Se dice que V C L(Y) genera L en el punto y si V(—y)= {sEV : s(y)=0} c 


V es una inclusión estricta, > V(—y) es un hiperplano de V. 


Observación. Dada una recta < so, sı > en V, JAo, A1 E K tales que Aoso + A1s1 € V(—y). 
Se dice que V genera £ si lo genera en cada punto de Y. 


Observamos que 


donde los hiperplanos vienen dados por los elementos de (V*)* = V. Además V(—y) C V 


nos dice que V* — V(—y)* es una aplicación sobreyectiva 


y — (zo(y):...:tnl(y)) 


Observación. Si tenemos 


SM > 


entonces tenemos un aplicación Y — P(V*) € P(V”). Cogiendo [xo,...,tn) base de V’, 


y’ 


tenemos 
Vv’ — L(Y) 


Lo,---,Tpn > S0---,5n 
la aplicación mencionada antes es de la forma 
Y — P(V9)crP(v”) 
y == (soly):--.:sn(y)). 
Haciendo otro ejemplo podemos considerar 
pt =3 př 
(toit) E (t : tti: ARA tot? : ti) 
So NA == NSA == NSS 
TO Tı T2 T3 T4 £5 
La imagen va a estar contenida en el hiperplano de ecuación 12 = z3. 
Si Y C Pk y L= Oy(1), considerando la aplicación 


V= (Opn(1))(P") — (Oy (1)(Y) 


con la construcción anterior obtengo la inclusión Y C Pr. 
controllare e chiedere questo punto 
Sea V = L(Y) con V C Kizo,..., tn] me da un morfismo 


Y 5 Pr = PL). 


La imagen del morfismo Im yz no está contenida en un hiperplano (morfismo no degenerado). 


Llamamos a (1, = ker(V — L(Y))). 


ol 


Si V C L(Y), donde la inclusión es propia, estricta, tenemos 


donde yy (Y) no es linealmente normal porque py(Y) = n(prL(Y )), con pL(Y) no degenerada. 
V C L(Y) genera £ en el punto y, si V&Oy £ £ es sobreyectiva en la espiga de y, entonces 
tenemos que 

YxV E 


(y, s) — s(y”) 


J 


Y 
tenemos que dim L} = 1 así que evy (y) sobreyectiva S evy(y) #0 & 35€ V cons(y) #0 
< V(—y) C V, inclusión estricta. 


donde 


Definición 48 Si F es un haz coherente se dice que un subespacio V de las secciones globales 


genera el punto y si el morfismo V € Oy — F es sobrayectivo en la espiga de y. 


Vemos ahora la generalización de la construcción para fibrados F de rango arbitrario s + 1. 


Sea V C F(Y) , con dim V = n, que generan el fibrado F. Considero para cada y € Y, 
Ví=y) = £s € V | s(y) = 0 


de codimensión s + 1 en V. 
En P(V*) = P”, V(—y) define un subespacio lineal de dimensión s. Tenemos 
AN 
n+1 


n—=s 


que me da 


Y — G(s,n) = [subespacios de P” de dimensión s} 


Definición 49 L se dice que es muy amplio si p es una inmersión cerrada. 


Se dice que L es amplio si existe d tal que LS? es muy amplio. 
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Ejemplo. Si Y = Pk y L = Opn(d) 


= Sid >Q entonces L no tiene secciones, 
= SId=0 entonces yz es la aplicación constante Pf — Pf =punto, 


= Sid >Q entonces Yr, = va la inmersión de Veronese. 


Un caso particular de este tipo es dado por n = 1, donde obtengo 


Vii P — P? 
(toti) — (t:tti:... t8) 


cuya imagen es la curva racional normal de grado d. En general la aplicación de Veronese 
tiene una inmersión 
(491 
n 
va(Pk) > Pk 


Ejemplo. Si 


obtenemos que 


Opnxpm(a, b) = ni Opn (a) € 130pm (b). 


Si cogemos L = Opnxpm(1,1) entonces L(Y) = Klzo,..., En, Yos - - - , Ym](1,1) formas bihomo- 
géneas de grado 1,1. La aplicación asociada es dada por 
PL = Pnm : Pr x pr E pa+1)(m+1)-1 


(Css Da) (Yo, ---; Yn) Ei (20Y0 : ToYi i... EnYm) 


llamada inmersión de Segre, donde las ecuaciones en el espacio de llegada están definida por 


el anularse de los menores de orden 2 de la matriz 


Toyo Toyı > ToYm 
LiYo TıYı -.-. TiYm 
Tno ssa aae ToUYm 
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El punto de la situación 


= Establecer el lenguaje y los objectos con los que queremos trabajar. 


= Trabajar con ellos: técnicas de trabajo. 


Hemos siempre considerado X C Pk conjuntos proyectivos, cuya generalización son los es- 


quemas de tipo finito sobre un cuerpo K (propios, separados,...). 
digas Key... 

Nuestros esquemas localmente serán siempre de la forma Spec (=en), 

Haz coherentes. Consideramos los haces de ideales que hemos encontrado. Tenemos unas 


correspondecias 


haces localmente libres += fibrados vectoriales 
U 


haces invertibles > fibrados lineales  —— > morfismos al proyectivo 


Dado £ haz invertible sobre X, podemos tener V C L(X) secciones que generan £, hemos 
visto tal que py : X — P(V*). En el caso V = L(X) tenemos pr : X — PL(X)*). 
Pregunta: ¿ cómo se calcula dim L(X)? 


Resula que la “buena pregunta” es otra; hay que introducir la cohomología de haces. 


Cohomología de Haces 


¿Como surge la cohomología? 


Sea X un espacio topológico que tiene una sucesión exacta de haces de anillos sobre él: 
0 — F — F — F" — 0 


(por ejemplo un haz de Ox-módulos para X un esquema). Por definición la sucesión es 
exacta si y solo si 


0 — F, — F, — F! — 0 


es exacta para cada x € X. 
Vamos a ver que, al tomar secciones globales, para que siga siendo exacta, hay que quitar la 


flecha al cero a la derecha, solo es exacto el trozo 
0 — F'(X) — F(X) — F"(X) 


Sea s' € F'(X) que va a cero: s' — 0. Esto implica que s’, — 0 al verlo en la sucesión de 


espigas. Una sección s” que es cero en cada espiga es cero en cada espiga. Existen entonces 
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abiertos U, tales que St, = (); para este recubrimiento los axiomas de haces implican s' = 0. 
También es evidente que Im (F'(X) — F(X)) C ker(F(X) — F"(X)), por la misma 
razón que antes. 

Ahora s/, — 0 y Sy = p(s”,) para algún s”,, esto quiere decir que existe un entorno U, de x 
tal que sju, = p(siy,) con s' € F'(U,). Mas precisamente s'(1) > sju, (s' depende de z). 
Sea X =U 


1 a / o_o. : / = 
Para pegar los s; a que den una sección global s” tal que sjy, = s;, necesito que Silunu, = 


¡cr Ui y tenemos que s — 0, entonces F'(U;) > s; — sju; Vi. 


1 
Sj IUU; 
La aplicación 0 es injectiva!!! Entonces SUNU, = Shun; 
En fin 0 — F'(X) — F(X) — F" (X) es exacta. 


¿Que es lo que falla para que F(X) — F" (X) sea sobreyectiva? 


. Ambos están en F'(U; N U;) aL F(U; N U;) y sus imágenes coinciden: son sjy,nu;- 


Sea s” € F"(X). Pasando a espigas y de allí a recubrimientos por abiertos, tenemos que 


existe X = (J;-; Ui con 


1€l 
sh, € FU) 
l T 
Si E F(U;) 


¿Puedo pegar ahora las s;? 


F(U; N U;) == F" (U; N U;) 


Si U¿NU; 


pero el morfismo € NO es sobreyectivo. 
Luego Siunu; — Sijunu, => 0 y existe si¡ € F(U, N U;), que no nos va bien. 
Parece ser que de s” surge, de forma natural, una aplicación de F"(X) a [[, , P(U,¡NU;) de 


1 


la forma s” — (s;,). Es un morfismo (de anillos ó de módulos). 


ij 
En general, dado un recubrimiento por abierto de X, X = Uer U;, := U, con I conjunto 


totalmente ordenado, y dado un haz F sobre X, ponemos 


CUF = T F Uae 


19<11<...<ip 
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y consideramos la aplicación diferencial 


ô: CP(U,F) — CPU, F) 
FU A A O A oaa Ds, o 


Se tiene ĝoð = 0, entonces C? (U, F) E, AUTO Er C? (U, F) 2, ... complejo de cadenas. 


Llamamos 


ker (8 : CAU, F) — CPAU, F)) 


POD a(s E U, F) => UF) 


Ejemplo. Si p = 0, tenemos 


delta 
— 


CA TAO) IA 


(si) — (sj = si)ij 


donde en el espacio de llegada s; = siymu; Y Sj = Sjy,ny;» porque por definición estamos 


considerando las restricciones. Tenemos que 
H? (U, F) = ker (ô : C°(U, F) — C+ (U, F)) ~ F(X). 


son los s € F(U;) tales que (s; — si)ju;nu; = 0: son las secciones globales!. 
En realidad, la aplicación F"(X) — [[,,P"(U, N U;) tiene como codominio el espacio 
H +(U, F'), ya que se puede ver que la diferencial ô es cero y se modificamos la elección 


de s. 


¡¡ Segundo a otra elección de una preimagen s; — sy, obtenemos que variamos a la 


imagen CU, F”) L C*(U, F'). Entonces realmente obtenemos una aplicación F”(X) — 
HU, F’. 


Tenemos una sucesión exacta larga 
0 —> H} (U, F) — H? (U, F) — H? (U, F") 


H? (U, F') — HU, F) — Ht (U, F") 


H? (U, F') 


Todo esto parece depender del recubrimiento U = |]J U;. Si U’ = | JU; es otro recubrimien- 
to, un refinamento de U, existe un morfismo natural H?(U, F) — H*(U”, F). Se define 
HALA F) = límy AU, F). 

Observaciones. 


1. Si X es un esquema afín, entonces H” (X, F) = 0 para cada p > 0 y todo haz coherente 
F: 


2. Si U es un recubrimiento afín de X, basta calcular H?(U, F) para calcular H?(X, F), 


sin que sea necesario calcular limites. 


3. F(X) = H(X, F). 


Teorema 50 Si X es un esquema de tipo finito sobre K y F es un haz coherente, H?(X, F) = 
0 para cada p > dim X. 


Idea de la cosa. Supongamos que X C Pi e irreducible di dim X = r. Entonces existen 
Ho,..., H, hyperplanes tales que X N HoN... N H, = 0, > X = Uo Ui, con U; = X1H, 


que son abiertos afines. 

Definición 51 (Característica de Euler) x(F) = >, (—1)'h"(X, F) donde h”(X, F) = 
dim H?(X, F). 

Cohomología de F = Op2(1) El recubrimiento será dado por U = (Up, U1, U2}, donde 


C?(U, F) EAU) C?(U, F) 


F(Uo) xX F(U,) X F(U) F(U N U1) xX F(U N U2) xX F(U: N U3) F(U N U1 NU») 


Recodamos que Op:(l) = S(0) y S(1) = K[zo, 11, z2] shiftado de l en el grado. Tenemos 


F F F 
FU) = EIRE Sua} FONS E FeS) FU) = EIFE Sisa) 
Lo Ti Lo 
Observamos que 
U; = D, (xi) U; A Uj = D, (xixi) U; N Uj N Uk = DIT) Er) 


entonces podemos sacar que 


F 
F(U N U1) == TE | F € Size} 
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y analogamente para otras intersecciones 


F 
FUN UU) =f s LE € Sisa) 


(101112) 


Vamos ahora a ver como se portan las aplicaciones de borde de Cech C! — C'H! 


(= Fi 2) [A xF — x5 Fo Hat) 
a? ma? ma A > > 
TO TI 2 (xox)! (2p12)" (2129) 
( Go Goz Gia ) a 1IG 12 — 2Goz + 23G 01 
(20121)% (zox2)"' (2122) (2 1,19)" 


Cálculo de la cohomología 


E H? (Opz (1) 
Estoy buscando las secciones globales del fibrado por lo que hemos dicho antes, que 


por la exactitud son el núcleo del primer morfismo, entonces usamos la regla 


Fi Ey 
zii =0 => zhi = xifo => aa 
1 0 


Obtenemos los polinomios homogéneos de grado l 


= A?(Op2(1)) 

Cogemos F € Siy+3a. Tenemos que 

EA c€ Im, <= F € (xp, 11,13). 

Si deg F > 3(a — 1), hay por lo menos un termino para cada monomio entre £o, 11 y 
£2 que aparece con grado > a, entonces F € (x8, 11,13). 
l+3a > 3a—3+1 & l> —2 significa que cualquier elemento de C? está en la imagen 
de C?, así que H?(P?, Op2(1)) = 0. 
Generalizando > H”(P”, Opn(1)) = 0 si l > —n, en P”. 


En nuestro caso si l = —3 (o l = —n — 1 en general), obtengo deg F = 3a — 3. 
a-1,,a-1,,a—1 
Lp Li T3 1 


H?(P?, Op2(—3)) está generado por la clase de = 
(191122) TT ]T2 


Todo se puede generalizar así que h”(P”, Opn(—n — 1)) = 1. 


Sil < —3 consideramos la aplicación 


S_3-1 x H?(P?, Op2(1)) =R H?(P2, Op: (—3)) 


Coa o 
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esto es un par perfecto perfecto de dualidad, >  H?(P?,Op=(1)) ~ S*¿_, como K- 
espacios vectoriales. 


En general 


H"(P",Opn(1)) = S%,,_¡_, para P” como K -espacios vectoriales 


Esto ya nos dice para P” que en los extremos tenemos “polinomios homogéneos”, tanto 


en H? cuanto en H”. 


n H!(P?, Op2(1)) 
Tomamos 


( Gor Goz G12 
( 


zo11)% (2o9x2)* (11123) 


) € ker(9,) => 20612 = x21Go2 + 23Go1 w 0 
tenemos que 
20G12 € (xi, £3) = Gi2 € (xi, 22) 

observando que (15,15) no es primo pero es primario, y la flecha esta dada por el hecho 
28 g VR 23) 

Gi = xito = za Fr poro) Lorit = ZpLS E = 21Goz + 2Gn =0 
xot = Goz = x5 Fo 
xoti = Gor = ziFo 
=> keró, =Imó => H*(P* Op2(1)) =0 VleEZ. 


=> lada = Goz) = ryle Fi — Goi) > Jņ Fo t.q 


Analogamente 
H? (P”,Op(l))=0 VleZ. 
Al final 
Si Pp = 0 
He (P”, Opn(1)) = 0  O<p<n  (x) 


* = 
a p=n 
¿Esto siempre es cierto? 


Consideramos 
sn+1 == S(1) 
E Fa) > £oFo +... + EnEn 


0 — pm (1) — OR — Op(1) — 0 
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e HUQpr(1)) =0si1<0 


0 — H? (Npa (1)) — HO pm)" +! —— H? (Or (1) 


l 


Krti Si 


H’ (Qpa (1)) —=0 


(A... An) m Voto +... + Antn) 
luego se descubre que ọ es un isomorfismo, entonces 


H? (Opa (1)) = H! (Qp (1)) =0 


oR OE S OO 


H*(Qpn(1)) 


En general AP(Qpn(1)) =0 si 2 < p < n — 1. Observamos además que (*) es sobreyectiva si 
[>0y0si l < 0, entonces 


0 


H*(Qpn(1)) =0 si 1% 0 y h (Qp) = 1. 


Demostración alternativa de que H”(P”, Opn(1)) = O si O < p< n, para cada l € Z, atención 
de todas formas al caso p = 1, hay algo que corregir. 
Por inducción sobre n. Si n = 1 es trivial o si n = 2 es el caso que hemos visto. Truco, ver 
P” como hiperplano de P"*!. Considero la sucesión exacta 

S 
(£n) 


con S = Kit. , £n] y EA) ~ K|z0,...,£n-1|. Hacificando la sucesión exacta si tiene 


0 — S(-1) — 


—>0 


0 — Opn(—1) — Opn — lsOpn-=1 — 0 


donde identificamos P""!* = H, = V (£n) > P”. 
Tensorizado por Opn (1) => 


0 — Opn (1 = 1) ONE Opn (1) = 1, Opn-1 (1) — 0. 


Por hipotesis de inducción 


H? (P”, Opa (l — 1)) — H*(P"”, Opn(1)) epi si p=1 
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S52<p<n-2 
h” (Opn (l — 1)) = h” (Opn (1)) 


así que 
... = h” (Opa (—2)) = P(Opn(—1)) = RP (Opr) = RP (Opr (1)) =... 
sip=1 
... > R(Opn(—1)) > h (Opr) > h (Op(1)) >... 
sip=n—1 


SAO pm (—1)) < A” (Opr) < h” (Opr) <... 


Aquí hay que utilizar un teorema fuerte de Serre. 


Teorema 52 (Serre) Si F en un haz coherente sobre P”, entonces Jlo >> 0 tal que VL > lo, 
H”(F())=0 Yp>0. 


Con esto tenemos que »(Opn(1)) = 0 para cada 2 < p < n — 2 y h”! (Opr (l1)) = 0. Queda 
abierto el h!, 

Coletilla del teorema di Serre. Además, si F es localmente libre, AY(F(1)) =0, YL << 0 
Y VD <ÚN, 


Vamos a ver que pasa para un haz coherente F: de 
0 — Opn (1 E 1) — Opn (1) == ix Opn-1 (1) — 0 


tensorizando por F no se preserva la exactitud a la derecha salen así los funtores derivados! 
Supongamos que 0 — F" — F — F" —> ( sea una sucesión exacta de haces coherentes. 


Considerando Hom(G,—) obtenemos 


0 —=Hom(6, F) —=Hom(G,F) —= Hom(G, F") 


Ext (G, F) —= Ext: (G, F) 
Considerando de otro lado Hom(—,G) obtenemos 


0 —=Hom(F",G) —=Hom(F,G) —=Hom(F",G) 


Ext (F",G) —=>E€xb (F, G) 


Si F es localmente libre, entonces Ext (F, G) = 0, Vi > 0, G coherente (2). Obervación. 
¿Porqué pusimos Hom? 
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Hom(G,—) el haz de homomorfismos de G en —. 
Hom(G, —) son los homomorfismos de G(X) a (X), creo que sean lo morfismos globales, esto 


ya no es un haz 


0 ——= Hom(F",G) —= Hom(F,G) —= Hom(F",G) y (1) 


Ext! (F",G) —=>Ext*(F, 9) 


Analogamente para Hom(—,9) y Hom(—, G). 
Observación. Si G es localmente libre 


= Hom(G, F) S QF 


= Hom(G, F) = H(G 8 F) 


Razón Si M es A-módulo libre, Hom4(M, N) ~ M* &4 N con isomorfismo p & n — 


{m > p(m) -n;. 
Consecuencia. Si G es localmente libre, de (1) se saca 


0 — HP (G*8F') — H° (G* 8 F) — H?(G* 8 F") 


Como 0 —> F! —> F — F" —> 0 queda exacta al tensorizar por G*, y se tiene 
Ext'(G, F) = H'(G* 8 F). 

Observación. G localmente libre NO IMPLICA que Ext’ (G, F) = 0 Vi > 0, en contradicción 
con (2). 

Ejemplo. G = Op, F = Qp => Ext'(G,F) = H! (Npr) Æ 0! 


Teorema de la Dualidad de Serre 


Si X es una variedad lisa, tiene un fibrado cotangente Qy (localmente libre de rango igual 
a dim X generado por las diferenciales). Si Y C X subvariedad lisa, existe xy — Qy 


epimorfismo que consiste en las restricciones de las diferenciales. 


Definición 53 Se llama FIBRADO CONORMAL de Y en X al núcleo del epimorfismo de 
arriba. Se llama FIBRADO NORMAL de Y en X al dual del fibrado conormal, denotado 
con Nyjx. 
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Observaciones. 


1. Si f,,..., fr son ecuaciones en un abierto de X que definen Y, entonces Nx esta 


generado por f,,..., fp- (per me sono i differenziali) 


2. Por ser Y, X lisos se puede tomar r = codim Y = dim X — dim Y . 


Puedo definir Zy, x Ey i Ny, y, que localmente es 


gfi e eiar R (gıdfı +- + g9-dfr)iy 


donde estoy restringiendo al abierto donde está definido todo. 
¿ Que ocurre si 91 fı +- + g9rfr = 0? 
Esto implica que g1df1 ++ + g9rdfr + dgı fı +-+: + dgr fr = 0. Siendo las f; las ecuaciones 


que definen Y en X cuando restrinjo a Y la ultima equivalencia, la segunda mitad me sale 
cero. Así que tiene que ser gidfı +--+ + grdf, = 0, que nos dice que y esta bien definida. 


Conclusión. ker y = TŽ y, obteniendo la sucesión exacta 


0 Tk y Tx y Qxiy —> My —> 0 
Ni 
0 0 


Y,X Ox z ; 
=z que una estructura de —— = Oy-módulo. No necesito hacer el 
Té. x Y X 
1, en este caso porque ya estoy en el ambiente justo. 


* 
Tenemos que Ny yaa 


X ; 
7 cociente. 
Y, X 


Observación. En general se define el haz conormal como 


Dada X lisa de dimensión n, se llama fibrado lineal canonico a N” Qx y cualquier divi- 
sor suyos (divisor asociados al fibrado) se llama divisor canonico. 


Notación wx: haz canónico que corresponde al fibrado lineal. 
Teorema 54 (el Gordo) Si X C P variedades lisas irreducibles y r = codim X, entonces 


0 si SET 


wy si =r 


Erto (Ox, wp) = i 
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CASO PROYECTIVO 


Sea X = P”. Se puede construir una aplicación 
HP”, Opn(d)) x H"(P”, Opr(—n — d — 1)) — H” (P, Opn(—n — 1) 
OR amm 
dim 1 
observando que Opn(—n — 1) = wp». 
Siempre es importante tener a mente la sucesión 


llamada "Sucesión de Euler". 
En general se puede definir H(X, F) x H(X,G) — H'(X,F 8 G). Mas en general existe 
algo del tipo H'( ) x HI( ) — HH ( ). Vamos a dar una idea de lo que esta pasando, el 
significado es 

Ext (F, G) = {0 — Gg — H — F —=0)/- 


Dos extensiones son equivalentes 


0 G H f 0 


lo 


0— g — H — F — 0 


si existe h isomorfismo (que es isomorfismo por el lema de la serpiente) tal que el diagrama 


conmuta. En general 


donde la relación de equivalencia 


0 G Hı ES Hi F 0 


|o 
| 1] 


0 >G = Hi >.. >= H; > F = () 


se en numero finito de paso (las flechas pueden ir arriba o abajo, pero el mismo paso van a 
la misma dirección) relaciono las dos sucesiones. 


De forma limpia 


H(X, F) x EX (F,G) — Ext (Ox, G) = H'*(X, G) 
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que obtenemos observando que H'(X, F) = Ext'(Ox, F) y uniendo su sucesión exacta del 
Ext con la de Ext*(F, G) tenemos 


0 


Pa 


0 F * + «¡pasos —=> Ox — 0 


Pa 


***l pasos 


e 


G 


/ 


0 
y uniendo las dos sucesiones ya hemos generalizado. 


Teorema 55 (Dualidad de Serre) Si X es una variedad lisa, entonces 
i) AX wx)=1 
ii) La aplicación 
H(X,F) x Ext? (F, wx) — H"(X,wx) 
es un emparejamiento perfecto y por tanto 
Ext" (F, wx) S H(X, FY. 


En particular si F es localmente libre tenemos la versión “famosa” del Teorema de 
Dualidad de Serre 
HEX F DG E H(X, FJ 


Idea de la demostración. 


Sea X C P” entonces por el teorema Gordo 
n N—n 
wy = Etto y (Ox, wpn). 


Cogemos 


H”(X, Erto (Ox, wpn )) 
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observando que no siempre el H? (Ext) = Ext porque a lo mejor € xt solo es un prehaz. 


Puedo pero siempre asociar, gracias a sucesiones espectrales 
H(X,ExB(F,G)) > Ext (F, G) 


la idea, muy imprecisa, es coger las parejas 2, j con suma fija y hacer una especie de suma 
directa de todos H (Ezt). 


Siempre por el teorema Gordo 


HU X, Ext (Ox, wpn) œ Ext" (Ox, wpn) = H” (wpn) 
> 
dim 1 
Fórmula de Adjunción Sea X una variedad lisa y F un fibrado vectorial de rango r con 


una sección s que se anula en Y C X lisa de codimensión r, entonces Nyx = Fp. 


Localmente X = JU; de forma que Fiy, ~ U; x K" entonces sju, = (fi,,..., f,) con fi € 
Ox(U;), son funciones regulares; tengo que las ecuaciones locales de Y in X son exactamente 
las fi. Nx es generado localmente en U; OQ Y por df;,,...,df;,. 
Paso de U, a U}. 
En UN U; 

fa Íi 

: = Ásj : 

fi, Fs 

donde A;; son las matrices de transición del fibrado F que ya tengo dadas con el fibrado. 


Hago la diferencial de fa = 411 f;, + aiz fja +... + arfi que me sale 
df, ¡y = Of 5, ¡y + adfy + -- + Ord, ¡y 


restringiendo a Y los demás términos se han quedado nulos porque son exactamente los 


términos que definen Y 


dfajy dfi jy 
= Aijy : 
diny diny 
entonces tenemos que 
dfa jy dfhyy 
df y + I2dfiy + --- + 9rdfi y = (91, -- - > 9r) : = (91, -- - > 9r)Áijjy : 
A Ui 
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así que tenemos 


gi gı 
a = Aj 
9 9r 
Las coordenadas en U; son la 9¡,..., 9, y para obtener las coordenadas en U;, las 9;,..., Y, 
tengo que multiplicar por Ay 
91 E gı 
= (24) 
9r GA 


esto es el pasaje por el fibrado conormal, por el fibrado normal dualizo y ya tengo todo. 


Cálculo de Etto y (Ox, wpn). Sabemos que Ox = pe y Txpw localmente está generado 
xP 


AN A fre 
X localmente está definida por f;,..., fr, tantas funciones cuanta es la codimensión. 


Localmente si A = Opw(U) tengo el complejo de Koszul 


A 
0—=A= TA om 2 yr 0 
à k LN ya ada 
(fi 
va LS 
Nos dice que localmente 
0 — Oy — -** — Og — Oy — Oxnu — 0 
tengo una solución libre. 
Cogiendo polinomios tengo 
as) N+1 S Klzo, , Zn] 
0 — S(-N-=1) — ++: — S(-2Q 2) — S(-1) — $ — ~ K — 0 


y los haces asociados 
0 — Opr(-N - 1) — +: — O y e Opr(-1)"* — Opn — 0 
Localmente tengo isomorfismos del tipo 
Etto, y (Ox, wpn)u S Wpry- 


67 


El isomorfismo está dado en dependencia de la elección de f,,..., fr, tenemos que ver lo 
que pasa cuando cambio representantes. De todas formas el cambio es relacionado con los 


cambios en el fibrado conormal que hemos visto antes, al final vamos a tener 
Esto, y (Ox, wpn ) = WpN & det Nx pr A (x). 
Cogiendo la sucesión 
0 — Ny py — Qpriy — Qx — 0 


y tomando determinantes 


wpn ~ det Ni pr Q wx 


que nos da exactamente (*). El determinante en realidad tendría que ser el producto exterior 


pero en este caso coinciden. 


Teorema de Riemann-Roch 


Sea E un fibrado de rango r sobre X lisa proyectiva y s una sección de E que se anule 
exactamente un una subvariedad Y C X lisa de codimensión r. Ya hemos visto que Ny/x = 
Ey. 


Hemos hablado también del fibrado conormal en la sucesión exacta 


0 Ny Q Q 0 


r n nr 


Podemos sacar de esta sucesión 


== 
Wx|y Noa. A 
wy 
Si Y está definida así entonces 
Wy = det Ny¡x Q Wx|y 
Sir = 1 cogemos E = L = Ox(Y) entonces 


wy = Ly 8 wxy =(Ox(Y) 8 Wx)y 


o visto de forma divisorial 
Ky = (Y + Kx)y. 
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Ejemplo. Si X = P” y Y es intersección completa de r hypersuperficies de grado d;,..., dy 
(S Y es el lugar de ceros de una sección de Opn(d,) 9... € Opn(d,.)). 

Hemos visto que wpn = Opn(—n—1) y que Ny¡pn = Oy (d1)0: - -0y (dr), así que det Nyypn = 
Oy (dí +---d,) y por la formula de adjunción 


wy =Oy(—n—1+di¡ +::-d,). 


El Teorema de Riemann Roch en una variedad X es una formula que calcula, para cada haz 


coherente F, la característica de F 


en función de ciertos invariantes de F y X. 


Vamos a coger dim X = 1,2 y F haz invertible (hacemos los casos simples). 


Riemann-Roch para fibrados lineales en curvas Sea C una curva lisa y L un fibrado 
lineal. 
Supongamos que L tiene una sección no nula que se anula en un esquema D Č C. Tenemos 
la sucesión 

0 — Ipc = Oc(-D) — Oc — ip — 0 


donde 1,0 p es un haz soportado en puntos en puntos(si U es un abierto de C que no contiene 


a los puntos entonces (1,Op)(U) = Oc( ) = 0). Observamos que (Oc 8 Oc(D))p = 


DAU, 
0 


(Oc(D))¡p = Op. Dicho esto tensorizamos nuestra sucesión por L = Og(D) 


Tenemos 
x(L) = x(Oc) + x(i,Op) 
donde x(i¿Op) = AC, i,Op) — AC, ¿¿Op). 
Si D = Y dip; ~ Y d; = deg D = h%(C,i,Op), mientras h! (C, ip) = 0 porque estamos 
sobre puntos (dim 0) y la cohomología se anula por ¿ mayores de la dimensión. Nos falta el 


trozo 


x(Og) = h°(C, Oc) E h! (C, Oc) 
donde h?(C, Oc) = 1 y por dualidad de Serre h! (C, Oc) = HC, wc) = y género de la curva. 
Conclusión 
x(Oc(D)) = AC, Oc(D)) — PUC, Oc(D)) = h*(C, Oc(D)) — RUC, Oc [Kc — D)) 
= 1-— g+ deg D 
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Si D es un divisor arbitrario, existe D’ suficientemente amplio, grande, positivo t.q. D + D' 
también es muy amplio. En término de fibrados dado L un fibrado lineal existe L’ muy 
amplio t.q. L & L’ es muy amplio. 
Repito el truco 

0 — Oc — Oc[(D) — ¿Op — 0 


tensorizo por Oc(D) 
0 — Oc(D) — Oc(D + D') — i0p — 0 


Como antes 


x(Oc(D + D')) = x(Oc(D)) + x(i*Opr) 


con x(1,Op») = deg D’ el calculo es lo mismo y por lo que hemos visto antes x(Oc(D+.D"”)) = 
1 — g + deg(D + D’) = 1 — g + deg D + deg D' así que vale 


x(Oc(D)) =degD+1-= yg 


para cualquier divisor. 

Si D = Kc entonces Oc(D) = we ¿que me dice esto? 

Sabemos que x(Ko) = deg Ko + 1 — g y ademas que x(Kc) = h?(C, we) — h*(C, we) donde 
h?(C, we) =g y por la dualidad de Serre h*Y(C, wo) =hY(C,Og) = 1. Podemos sacar que 


deg Ko = 29 — 2. 


Si C es una curva plana lisa de P? de grado d significa Op: (C) = Op2(d) o igualmente que 


C es lugar de ceros de una sección de Op2(d). Por la formula de adjunción: 


wo = (Op: (—3 + d))jc 


2g — 2 = degwo = d(d — 3) = d? — 3d 


obtenemos la formula 


œ —3d+2 (d-1)(d-—2) 
2 a 2 


Riemann-Roch para superficies Sea S una superficie lisa y sea L = Os(D) con D curva 


3 i : 3% 
lisa y D — S. Como antes L tiene una sección que se anula en D 


0 — Tsp = Os(-D) —= Os == ip — 0 
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tensorizo por Os(D) y obtengo 


Observamos que ¿¿(Op(D)) = (Os(D))¡n esta vez la restricción no es trivial porque tengo 


una curva en lugar de puntos como divisor. Tenemos 
x(Os(D)) = x(Og) + x(i,(Op(D))) 


donde x(Os) =%(S, Os) — h! (S, Os) + h*(S, Os) con h?(S, Os) = 1, por dualidad de Serre 
h(S, Os) = h!(S,ws) = q que se llama irregularidad, y siempre por Serre h*(S,Og) = 
h7(S,ws) = py que se llama género geométrico. El otro troz es x(1,(Op(D))) = x(isLjD). 


Para ver un poquito lo que no has salido hacemos una pequeña 


Paréntesis: Teoría de Hodge Sia X una variedad proyectiva compleja 


i) H(X,C) =6B,.., H”(X) donde H”4(X) = H”(X, 0%) denotando 0% = N Qx 


p+q=i 


ii) H”4(X) = Hor(X) 
Fin Paréntesis 
En nuestro caso H!(S,ws) = HHS, N Qs = H? (S) = H1S) y el H>! (S) = H?(S, 9s). 


Así que podemos también calcular la irregularidad como 
q= h° (S, Qs). 
Vamos a ver el otro trozo 


x(isLip) ASÍS, iLp) — AS, ixL¡p) + ASS, iLp) 


P(D, Lip) —h!(D, Lip) +PY(D,Ljp) 
SS 


=0 


y por el teorema de Riemann-Roch para curvas x(L¡p) = deg(Lip) +1 — g(D). 
Recordar que L = Os(D) ¿Que es deg(L¡p)? 
En general si L = Og(D) con D divisor y D’ curva lisa de S, puedo definir 


D.D' = deg(Lp»). 
Si L = Os(D) y D' es arbitrario, entonces existe D” suficientemente amplio tal que D’ + D” 
sea amplio lo justo para parecer una curva lisa 


D.(D' + D") = deg(Lypr4p1) 


D.D" = deg(L¡p») => defino D.D” = deg(Lip+p") — deg(L¡p»). 
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Hemos descubierto que deg(L¡p) = D.D = D*: hecho el primer trozo. 

¿g(D)? 

Por la formula de adjunción Kp = (Ks + D)¡p y Ks.D + D? = deg(Kp). Podemos sacar 
29(D) — 2 = Ks.D + D? y al final 


_Ks.D+D? 


g(D) +1. 


Conclusión 


X(Os(D)) = x(Os) + D*+1- (#32) +1 = 
= x(Os) y D?-Ks.D 


Observamos que esto está demostrado para D efectivo y todo lo demás bonito. Por D general 


haremos el mismo truco de siempre: cogemos D” suficientemente amplio tal que D + D” sea 
suficientemente amplio y ...... 


Al final la formula vale para todo divisor. 


Aplicaciones sobre Curvas 


Sea X un esquema con todas las buenas propiedades que hemos visto y sea L un fibrado 


lineal con AY(X, L) = n +1. Ya hemos visto que se puede construir una aplicación 
Yr : X — P” 


donde el espacio de llegada es el espacio proyectivo cuyos hiperplanos son elementos de 
H?(X, L). 


Quiero decir que para cada hiperplano H tengo una correspondencia 


Hcp > se HX, L\{0} 
D=HnpL(X) — (s)o = D 


donde cuidado, esta intersección es una intersección de esquemas, donde pueden pasar todas 


las cosas malas que ya hemos visto (multiplicidades, ... ). 


Teoría de Curvas Sea X un esquema liso, irreducible, reducido, propio de dimensión 
1 (son todas las propiedades “buenas”). Fijamos L fibrado lineal sobre X. Por Riemann- 
Roch h?(X, L) — h!(X,L) = deg L + 1 — g, donde por la dualidad de Serre h!(X, L) = 
h?(X,wyx 8 L7!) y wx O L7! tiene grado 2g — 2 — deg L. 


Corolario 56 Si deg L > 2g — 2 entonces h?(X, L) = deg(L) +1 — g. 
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¿Cuándo podemos decir que yz define un morfismo? 
Observamos que yz : X —> PY define un morfismo <=> L es generado por sus secciones 
globales => VreX 3 s€ HY(X,L) tal que s(p) £ 0. 


Cogemos la sucesión 


U—L O Lo — L— Ly, +0 
sacamos para las sucesiones globales 


0 — AUX, LOL, x) — (Xx, L) Y, HUL;y) =K 


La construcción vale & (*) 4 0, pero h°(Lip) = 1, así que vale & (+) es sobreyectiva 
SMa LSD DP AUX, L) 1. 

Si X es una curva entonces Z, x = Ox(—p) como divisor. Vamos a calcular h? (X, L(—p)) y 
ver si vale (xx). 


Si deg L(—p) > 2g — 2 tenemos 


AUX, L(=p)) 


deg(L(—p)) +1 -g 
Y 
deg L—1 


= R(X,L)-1 
Corolario 57 Si deg L > 2g — 1 entonces pr es un morfismo. 


¿Como traduzco yz inyectiva? 
Por supuesto yz inyectiva S< VWp,q € X vale yz(p) 4 pL(q). Observamos que esto es 
equivalente al hecho que exista un hiperplano que pasa por p(p) y no por p(q) + existe 
s € HY(X, L) tal que s(p) = 0 pero s(q) 40 & se HP(X, L(—p)). 
Para cada p € X ocurre que para cada q € X exista s € H(X, L(—p)) tal que s(q) 40 <= 
L(—p) generado por sus secciones. 
Remark. Si deg L(—p) > 2g-1 & deg L > 2g => L(—p) esta generado por sus secciones. 
Cuidado, hemos hecho trampa porque para la inyectividad nos hace falta pedir Y q € X con 
q A p. Pero el caso q = p nos viene bien para que sea una inmersión, así que cogemos ambos 
casos. 
Ejemplo. Cogemos 
pt —. P? 

(to: t1) — (tÈ: tot? : t3) 
cuya imagen en P? está dada por V(x} — 113), curva cuspidal. Observamos que (1 : 0) > 
(1 : 0: 0) que es un punto singular. Hemos cogido una morfismo inyectivo que pero no es 


una inmersión. 


713 


Proposición 58 El morfismo yr es una inmersión cerrada si y solo si YV Z C X esquema 


de longitud 2 (AP(Oz) = 2), cogiendo la sucesión 
0 — L8ITz — L — Lz — 0 


y las secciones globales 


0 — H’(X, L 12) — HA X,L) = HA L¡z) = R? 
la aplicación (x) es sobreyectiva. 


Corolario 59 Si deg L > 2g entonces Yr, es una inmersión cerrada (por definición si y solo 


si L es muy amplio). 
Corolario 60 Si X es una curva, entonces L es amplio si y solo si deg L > 0. 


De manera obvia h'(X, L) = h(X,wx 89 (L 8 wx')) y por la dualidad de Serre h'(X, L) = 
h?(X,wyx & L7*) que hemos visto ser igual a cero si deg L > 2g — 2 = degwyx. Todo esto nos 
dice que 

des(L8wy5)>0 <= Lx wy es amplio. 


La cosa es cierta en general 


Teorema 61 (anulación de Kodaira) Si K es un cuerpo tal que charK = 0 y X es un 


esquema con todas las buenas propiedades sobre K. Entonces si L es amplio vale 
H(X wx8L)=0 Vi>0 


de manera equivalente 
H(X, L) =0 dix 


¿Cuándo px, (del canónico) es una inmersión cerrada? 


Sabemos que deg Kx = 2g — 2. Tenemos tres casos distintos 


= Si g = 0 entonces h°(X,nKx) = 0 para cada n € N. Kx no es amplio 


= Si g = 1 tengo h?(X,wx) = 1 así que tengo una sección que no se anula, tiene que ser 
constante > wx = Ox y h?(X,nKx) = 1 para cada n € N. Tenemos Pkx : X — p° 


aplicación constante. 
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= Sig > 2 tengo deg2Kx = 4g — 4 > 2g > 29 >4 > g>2. Ky es amplio. 


¿Para cada p,q € X vale R(X, Ox(Kx —p—q) =hY(X,Ox(Kx)) — 2 = g — 2? Tenemos 


por Riemann-Roch 
PO x(p +) -A(Ox(Kx —p=4))=2+1-g 


así que 
h’(Ox(Kx -p — q)) =(Ox(p+q)) +93, 
s—— 
(+) 


si (x) = 1 es perfecto. 


Definición 62 X, con y > 2, es una curva hiperelíptica si 3p,q € X tal que R(Ox(p+q)) > 
1. 


Hemos hecho otra trampa, la verdadera definición es con A(Ox(p+ q)) = 2, pero la nuestra 


nos viene bien para enunciar el teorema siguiente sin muchos detalles. 
Teorema 63 Si X no es hiperelíptica entonces Kx es muy amplio. 
Definición 64 Si X es un esquema y wx el haz canónico y cogemos 
Puz : X—— > P“. 
Se llama DIMENSIÓN DE KODAIRA de X := K(X) a 
K(X) = máx{dim(pu (X))}- 


Si h? (w3) = 0 para cada n, entonces K(X) = —oo. 
Si dim X = K(X) se dice que X es de tipo general. 
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